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P R E F AC
I 'OU VR AGE dontwuvix^vjx. vn_.ii.. on donne ici la

I Traduction 3 a été commence en 1664.

W&W/m & achevé en 16-71 : * Newton encore

peu connu dans ce terns vouloir icraire

imprimer à la fuite d'une introduction

à l'Algèbre d'un certain Kinckhuyfen,

qu'il avoit corrigée 2C augmentée 5 on ne voit pas

pourquoi ce Livre ne fut pas imprimé : on voit feu-

lement que dans la même année Newton changea

d'avis , c4 prit le deifein de le publier avec fon Opti-

que dont il avoit déjà compoié la plus grande par-

tie : mais les objections & les chicanes qu'on lui fit

fur Ces principes Se fur Ces expériences d'Optique ,

le chagrinèrent cxC l'empêchèrent de donner au Pu-

pag

* Voyez le Com. Epiftolicum. pag. 101 , ioz , &c. Newroni Princip. 3^. Ed.

246.

ai;



iv PREFACE.
blic ces deux Ouvrages. Voici ce qu'il en dit lui-même:

Etfubortœftatim (per diverJorum Epijîolas objetfioni-

bus refertas ) crebra interpellationes me prorjus a con*

cilio âetermerunt & ejfecerimt ut me arguerem impru-

dentiœ quod umbram captando , eatenus perdideram

quietem meam rem prorfus fubfiantlalem. Il femble

même qu'il aie entièrement oublié Ton Ouvrage juf-

qu'en 1704. qu'il en a tiré fon Traité des Quadratures.

Plusieurs années api es M. Pemberton * obtint fon

contentement pour faire imprimer l'Ouvrage entier,

on ne fçait encore pourquoi cela a manqué ; enfin

l'Auteur eft mort avant que le Livre ait paru , 6c en-

core il n'a paru que traduit. Newton la compofé en

latin , M. Colion entre les mains de qui leManufcrit

a été remis, n'a pas voulu le donner en original ; il

l'a traduit , 6c en 173 6. il l'a fait imprimer en Anglois»

afin , dit-il 3 que les Anglois fes compatriotes pullént

jouir des travaux du Grand Newton avant les autres

Nations. Il ajoute une raifon qui me paroît meilleu-

re àc plus naturelle ; c'eft qu'il avoit envie de join-

dre un Commentaire & des Notes de fa main 3 ces

Notes font en Anglois , & apparemment il a voulu

évirer la peine de les mettre en Latin.

Quoiqu'il en foit, c'eft fur cette verlion Angloife

que j'ai fait ma traduction } elle n'en fera pas plus

mauvaife pour cela ; car j'ai fuivi en tout l'efprit de

l'Auteur , encore plus que le fens littéral ; dans des

* Voyez A Wiew of Sir Ifaac Newtons Philofophy.
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matières de cette efpéce il l'unit d'entendre les cho-

fes pour les bien rendre ; d'ailleurs la Géométrie &;

fur-tout la Géométrie de Newton n'a qu'un ityle.

Je n'ai pas traduit le Commentaire de M. Colfon ,

cependant j'en fais cas , ôc" j'avoue qu'il contient

plulîeurs bonnes chofes ; mais il faut avouer aufli que

ces bonnes chofes fe trouvent noyées dans une dif-

fulion de calcul qui rebute 5 que d'ailleurs ce long

Commentaire n'eu; qu'un commencement de Com-
mentaire , ££ que l'Auteur nous promet une fuite

bien complette au cas que ce commencement foie

bien reçu j ajoutez à tout cela que ces longues Glo-

fes font fuivies de deux grands Chapitres qui n'ont

aucun rapport avec l'Ouvrage ou le Commentaire j

en voilà plus qu'il n'en faut pour juftifier ma répu-

gnance à le traduire.

On n'aura donc ici que Newton tout feui ; mais

Newton plus clair , plus traitable , Ôt" plus à la por-

tée du commun des Géomètres qu'il ne l'cft dans au-

cun autre de fes Ouvrages ; en 1671. dans le tems

que ce Livre a été compofé 3 il auroit eu befoin de

Commentaire ; mais la Géométrie a fait de grands

progrès depuis foixante-dix ans , Se je ne crois pas

que les Géomètres foient arrêtés à la lecture de

cet Ouvrage , qui a toute la clarté &C toute l'étendue

néccilaire pour être facilement entendu , dont les

principaux articles ont déjà été commentés *
} de qui

* Voyez les Ouvrages de Meflieurs Stirling , Maclaurin.
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d'ailleurs ne contient guère de chofes entièrement

nouvelles 3 èc dont on ne fâche au moins les réful-

tats 3 tant par les morceaux que Newton lui-même

nous a donné en 1704 , 171 1 , &c. que par les dif-

férentes pièces ÔC les traités que les autres Géomè-
tres ont publié fur ces matières.

On fera bien aife de voir en un fèul petit volume
le calcul différentiel &C le calcul integral avec toutes

leurs applications 5 on reconnoîtra à la manière dont

les fujets font traités la main du grand Maître , 6c le

génie de l'Inventeur j àC on demeurera convaincu

que Newton feul eft l'auteur de ces merveilleux cal-

culs
_,
comme il l'eft auflide bien d'autres productions

tout aulfi merveilleufes.

Tout le monde fçait que Leibnitz a voulu partager

la gloire de l'invention , & bien des gens lui don-

nent encore au moins le titre de fécond Inventeur y

il a publié en 1684. les règles du Calcul Différentiel,

de il a été comblé d'éloges par de très-grands Géo-

mètres 3 qui non contents de lui avoir rendu ces

brillants hommages , travailloient encore pour lui ô£

ajoutaient à fa réputation en lui attribuant leurs pro-

pres découvertes. D'un autre côté Newton fe fou-

tenoit par la maffe de Ces Ouvrages , & fembloit fe

repofer fur la fuperiorité qu'il fe fentoit ; il fe paffa

plufieurs années fans aucune plainte de fa part, fans

qu'il revendiquât cette découverte y mais enfin il y
eut procès

,
procès où les Nations entières le font

intereftées, procès qui n'eft pas encore terminé , ou
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du moins , qui a etc fuivi jufqu'à ce jour de chica-

nes^ qui peut-être eft la fource de la plupart des que-

relles qu'on a faites au calcul infinitefimal. On ne

fera pas fâché de voir ici une relation abrégée de

cette époque littéraire ., &C par occalîon les princi-

paux faits de l'Hiftoire de la Géométrie &c du Calcul

de l'Infini.

Dès les premiers pas qu'on fait en Géométrie
,

on trouve l'infini , ô£ dès les tems les plus reculés les

Géomètres l'ont entrevu , la Quadrature de la Pa-

rabole ô£ le Traité de Numéro Arena d'Archimede

prouvent que ce grand homme avoit des idées de

l'infini., Ô£ même des idées telles qu'on les doit avoir;

on a étendu ces idées , on les a maniées de différentes

façons 3 enfin on a trouvé l'art d'y appliquer le calcul :

mais le fond de la Metaphyfique de l'Infini n'a point

changé>§C ce n'eft que dans ces derniers tems que quel-

ques Géomètres nous ont donné fur l'infini des vues

différentes de celles des Anciens , ôc fi éloignées de

la nature des chofes 3 qu'on les a méconnues jufque

dans les ouvrages de ces grands hommes ; & de là

font venues touteslesoppolitions., toutes les contra-

dictions qu'on a fait &C qu'on fait encore fouffrir au

calcul infinitefimal j de là font venues les difputes en-

tre les Géomètres fur la façon de prendre ce calcul ,

& fur les principes dont il dérive s on a été étonné

des prodiges que ce calcul opéroit , cet étonnement

a été fuivi de confufion ; on a cru qne l'infini pro-

duisit toutes ces merveilles 5 on s'elt imaginé que
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la connoilfance de cet infini avoir été refufée à tous

les lîécles 5c" réfervée pour le nôtre ; enfin on a bâ-

ti fur cela des fyftêmes qui n'ont fervi qua embrouil-

ler les Faits àC obfcurcir les idées. Avant que d'al-

ler plus loin difons donc deux mots de la nature de

cet infini, qui en éclairant les hommes femble les

avoir ébloui.

Nous avons des idées nettes de la grandeur , nous

voyons que les choies en général peuvent être aug-

mentées ou diminuées , èc l'idée dune chofe deve-

nue plus grande ou plus petite eft une idée qui nous

eft audi prélente &c aufTi familière que celle de la

chofe même > une chofe quelconque nous étant donc

préfentée ou étant leulement imaginée , nous voyons

qu'il eft polîible de l'augmenter ou de la diminuer >

rien n'arrête , rien ne détruit cette poiTibilité , on

peut toujours concevoir la moitié de la plus petite

chofe imaginable , &C le double de la plus grande

chofe 5 on peut même concevoir qu'elle peut deve-

nir cent fois 3 mille fois , cent mille fois plus petite

ou plus grande ; &C c'eft cette pofhbilité d'augmen-

tation ou de diminution fans bornes en quoi confifte

la véritable idée qu'on doit avoir de l'infini ; cette

idée nous vient de l'idée du fini , une choie finie eft

une chofe qui a des termes, des bornes 5 une chofe

infinie n'eft que cette même chofe finie à laquelle

nous ôtons ces termes ô£ces bornes ; ainfi l'idée de

l'infini n'eft qu'une idée de privation , èc n'a point

d'objet réel. Ce n'eft pas ici le lieu de faire voir que

l'efpflce ,
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I'efpace , le terns , la durée ,
£e font pas des Infi-

nis réels -, il nous furrira de prouver q'j'il n'y a point

de nombre actuellement Infini ou infiniment petit,

ou plus grand ou plus petit qu'un Infini, ô£c.

Le Nombre n'eft qu'un affemblage d'unités de mê-

me elpece ; l'unité n'eft point un Nombre , l'unité

détîgnc une feule chofc en général ; mais le premier

Nombre i marque non-feulement deux choies , mais

encore deux cbofes femblables , deux chofes de mê-
me efpece 5 il en eft de même de tous les autres

Nombres : Mais ces Nombres ne font que des re-

préfentations , & n'exiftent jamais indépendamment

des choies qu'ils reprcfentent ; les caractères qui les-

défignent ne leur donnent point de réalité , il leur

faut un fujet , ou plutôt , un affemblage de fujets

à repréfenter pour que leur exiftence foit poffible j

j'entends leur exiftence intelligible, car ils n'en peu-

vent avoir de réelle 5 or un affemblage d'unités ou
de fujets ne peut jamais être que fini , c'eft-à-dire y

on pourra toujours affigner les parties dont il eft

compofé
,
par conféquent le Nombre ne peut être

Infini quclqu'augmentation qu'on lui donne-

Mais dira-t'on le dernier Terme de la fuite natu*

relie 1,2,3,4, &c - n'eft-il pas Infini ? n'y a-t-il

pas des derniers Termes d'autres fuites encore plus

Infinis que le dernier Terme de la fuite naturelle ?

Il paroit que les Nombres doivent à la fin devenir

Infinis
,
puifqu'ils font toujours fufccptibles d'aug-

mentation 5 à cela je réponds que cette augmentation
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dont ils font fufceptibies 9 prouve évidemment
qu'ils ne peuvent être Infinis 5 je dis de plus que dans
ces fuites il n'y a point de derniers Termes

, que mê-
me leur fuppofer un dernier Terme , c'ell détruire

l'eflence de la fuite qui çonfiite dans la fuccefiion des

Termes qui peuvent être fuivis d'autres Termes^ôeces
autres Termes encore d'autres , mais qui tous fonc de

même nature que les précédens , c'eil-à-dii e , tous

finis , tous compofés d'unités j ainfi lorfqu'on fup-

pofe qu'une fuite a un dernier Terme , 6c que ce

dernier Terme effc un nombre infini , on va contre

la définition du nombre ÔÇ contre la loi générale des

fuites.

La plupart de nos erreurs en Metaphyfique vien-

nent de la réalité que nous donnons aux idées de

privation , nous connoiffons le fini , nous y voyons

des propriétés réelles, nous l'en dépouillons , èc en

le confidérant après ce dépouillement , nous ne le

reconnoiflons plus , de nous croyons avoir créé un
être nouveau 3 tandis que nous n'avons fait que dé-

truire quelque partie de celui qui nous étoit ancien-

nement connu.

On ne doit donc confidérer l'Infini fbit en petit,

foit en grand , que comme une privation , un re-

tranchement à l'idée du fini , dont on peutfe fervir

comme d'une fuppoiition qui dans quelques cas peut

aider à Amplifier les idées , ôc" doit generalifer leurs

réfultats dans la pratique des Sciences ; ainlî tout

l'art fe réduit à tirer parti de cette fuppofition , en
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tachant de l'appliquer aux fujets que l'on confîdére.

Tout le mérite eft donc dans l'application , en un
mot dans l'emploi qu'on en fait.

Avant que Defcartes eût appliqué l'Algèbre à la

Géométrie , les principes 6>C la Metaphyfique de la

Géométrie étoient bien connus S>C bien certains 3 ce-

pendant cette application a beaucoup augmenté nos

connoiflances Géométriques 3 6c s'eft étendue fur tou-

tes les opérations de cette fcience j de même l'In-

fini étoit connu , &C la Metaphyfique de l'Infini étoit

familière aux Anciens 3 mais l'application qu'on a

faite de nos jours du Calcul à cet Infini, nous amis
au-deflus d'eux ôt nous a valu toutes les nouvelles

découvertes.

Archimede , Apollonius , Viviani \ Grégoire de
S. Vincent , ont connu l'Infini 3 leur Méthode d'a-

proximation &C d'exhauition en font tirées , &; ils

s'en font fervi pour quarrer &: rectifier quelques

Courbes 3 mais ces connoiflances de l'Infini dénuées

de Calcul n'ont produit que des Méthodes particu-

lières , fouvent embaraifées & toujours confinées à

quelques cas allez fimples , la généralité étoit réfer-

véeau Calcul, il embraffe tout , il donne tout,aufl£

la Géométrie qui a précédé le Calcul eft-elle deve-

nue moins néceffaire , ô^ peut-être auffi a-t-elle été

un peu trop négligée.

Les Anciens Géomètres ont eonfideré les Cour*
bes comme des Polygones compofés de côtés- infi-

niment petits y ils ont inferit 6c circonferit autour
é ii'
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des Courbes des figures compofées de parties finies

&C connues dont ils ont augmenté le nombre &c di-

minué la grandeur à l'Infini ; &c par là ils font ve-

nu à bout de rriefurer quelques Courbes > Cavallieri

6c vingt ans après Fermât 6c Wallis ont été les pre-

miers qui ayent appliqué quelques idées de Calcul

à cette Géométrie de l'Infini ; leurs Méthodes de

Sommer font des germes de Calcul , &C les premiers

germes de cette efpéçe qui le foient développés.

Cavallieri cependant n'avoit pas pris la vraie rou-

te , il avoit des idées * qui réduites en Calcul réel

auroient fructifié , mais il n'en put tirer que des cho-

fes déjà connues j il confide re la ligne comme une

partie indivifible de la Surface , la Surface comme
une partie indivifible du folide , Se il cherche la me-
fure des Surfaces &C des folides par des Sommes In-

finies de lignes ôc" de Surfaces j les rélultats de fa

Méthode font bons, fa Méthode eft même générale,

&£ cependant avec cet avantage il ne va pas au-delà

des Anciens , il ne donne rien de nouveau , &c lui-»

même paroît borner le mérite de fon Ouvrage à l'ac-

cord parfait des conféquences de fa Méthode avec

les vérités de la Géométrie ancienne.

Fermât s'éleva bien au-defius de Cavallieri, il trou-

va moïen de calculer l'Infini, ô£ donna une Métho-

de excellente pour la réfolution des plus grands&
des moindres 3 cette Méthode eft la même à la nota-

* Geora. Indivifibil. Bonon. 16$ $,
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rion près , que celle donc on fe fere encore aujour-

d'hui j enfin cette Méthode étoit le Calcul Différen-

tiel fi fon auteur l'eût generalifée.

Mais Wallis prit un autre chemin 3 il appliqua

réellement l'Arithmétique aux idées de l'Infini , il

réduific en fuites infinies les fractions compofées 5 il

fe (ervit même affez heureufement de Ces fuites A-
rithmétiques pour la Quadrature &c la Rectification

des Courbes j cependant il marchoic en tâtonnant,

ÔC faute d'un Calcul affez puiffant èc affez général

il employoit les combinaifons , les affections parti-

culières Se individuelles des Nombres ,&c. Brovnker
& Mercator profitèrent des vues de Wallis , ils éten-

dirent fa Méthode , &c on peut dire qu'ils furent les

premiers qui oferent s'avancer dans cette route ôc"

fraïer la bonne voie j Brownker quarra l'Hyperbole

par une fuite Infinie toute compofée de Termes
finis &C connus , d*C Mercator en donna la démonf-
trationpar la divifion Infinie à la manière de Wallis \

Jacques Gregori donna prefque auffi-tôt que Mer-
cator une Démonftration de cette même Quadratu-»

re de l'Hyperbole , ôc" c'eft proprement là l'époque

de la naiffance des nouveaux Calculs ; il eft même
étonnant que ces Géomètres ne fe foient pas éle-

vés jufqu'a la Méthode générale des Suites après

avoir trouvé la Suite particulière de l'Hyperbole ;

il paroît qu'un moment de réflexion auroit au moins

dû leur donner par une même Méthode la Quadra-

ture de l'Ellipfe Ô£ du Cercle 3 cependant ils ne
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l'ont pas trouvée , & même on ne voit pas qu'ils

aycnt fait d'autre ufage de cette théorie des Suites

Infinies que celui de quarter l'Hyperbole ; mais A
eft vrai que Newton ne leur en donna pas le terns i

au mois de Juin 1669. toutes ces Méthodes furent

envoyées à Barrow comme des nouveautés brillan-

tes , il les communiqua à Newton pour qui elles

n'eurent pas le même mérite , car il remit entrëles

mains de Barrow des papiers qui contenoient i°. la

Méthode générale des Suites qu'il avoit trouvée quel-

ques années auparavant , Méthode par laquelle il

fait lur toutes les Courbes ce que les Autres n'avoient

fait que fur l'Hyperbole. i°. La réfolution Numéri-

que & littérale des Equations affectées.
3

. La Mé-
thode des Fluxions. 4 . La Méthode Inverfe des Tan-
gentes , la Quadrature , la Rectification des Cour-

bes , Se un mot fur la mefure des Solides , fur l'in-

vention des Centres de gravité , &c. fçavoir que

comme ces Adejures Je réduijent à celles des Surfaces r

il rieji pas nécejfaire qu'il avsrtiffe que fa Aiethode

donne tout cela y ainfi des 1 669. Newton avoit trou-

vé les Suites Infinies , le Calcul Différentiel & le

Calcul intégral j tout cela fut envoyé par Barrow

à Collins qui en tira copie ôt lecommuniquaàBrown-
ker tk. à Oldembourg , celui-ci l'envoya à Slufîus r.

de plus Collins l'avoit encore envoyé par Lettres à
Jacques Gregori , à Bertet , à Borelli 3 à Vernon v

à Strode
,

. 6c à plufieurs autres Géomètres j ces

Lettres font imprimées dans le Çommercwm Egtjio-
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licum , cvc'eft dans ces Lettres qu'on voit que New-
ton avoit trouvé toutes ces choies , même avant

que Brownker eût quatre l'Hyperbole, c'eft-à-dire ,

dès l'année 1664. ou i66j.c'effc dans ces Lettres que

l'on voit auili que Newton vouloit faire imprimer

des l'année 1671. l'Ouvrage dont nous donnons ici

la traduction.

De plus en 1 6ji. Newton dans une Lettre écrite

à Collins , lui envoie un exemple de fa Méthode des

Tangentes , comme un Corollaire , dit-il , d'une

Méthode générale
,
qu'aucune complication de Cal-

cul n'arrête s
ôè" qui s'étend non-feulement aux Cour-

bes Géométriques , mais même aux Courbes Méca-
niques 3

ôè" qui outre la folution complette de la

queltion des Tangentes , donne encore celle de plu-

sieurs Problèmes beaucoup plus difficiles comme des

Courbures des Courbes , de leurs Aires , de leurs lon-

gueurs , de leurs Centres de gravité : J'ai , dit-il ,

joint cette JMéthode a une autre oui donne la réfolu*

tion des Equations -par d,es faites Infinies, &c. On
voit bien que ces deux Méthodes font la Méthode

directe èc inverfc des Fluxions , Ô£ celle des Suites

Infinies telles quelles font dans ce Traité fait en 1671,

Tlchirnhaus au mois de Mai 167J. Leibnitz au mois

de Juin 1676. Se Slufius dès le 19. Janvier 1673.

avoient reçu des copies de cette Lettre > c'étoit mê-
me à l'occafion de la Méthode des Tangentes de

Slufius que Newton l'avoit écrite , il loue beaucoup

l'invention de Slufius , qui en effet avoit trouvé fa
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Méthode avant que d'avoir vu celle de Newton , &:

il l'avoitenvoïée le 17. Janvier 1673. à Oldembourg.
Wallis , Mercator 3 BrownKer , Gregori 9 Barrow 3

Slufius étoient alors les feuls qui eulfent pénétré

les myfteres des nouveaux Calculs \ Leibnitz ne tra-

vailloit pas encore fur ces Matières , car dans une

de Tes Lettres à Oldembourg du 3. Février 1671*

il donne une Manière de Sommer des Suites de

Nombres , comme une invention qu'il eftimoit 3 ôt

cette invention étoit une Méthode que Mouton avoit

autrefois donnée j ô£ fur la remarque que Pell lui en

fit faire , il dit qu'il va montrer qu'il n'eft pas aifez

dénué de méditations qui lui foient propres ,
pour

être obligé d'en emprunter ', il répète plufieurs fois

qu'il va donner quelque chofe qui empêchera qu'on

ne le prenne pour un copifte^ &c cetre grande chofe

eft une propriété des Nombres figurés qu'il dit avoir

trouvée le premier , Ô£ qu'il eft étonné que Pafcal

n'ait pas obfervée; mais il le trompe, comme le remar-

que le Com. Epijl. Car Pafcal dans ce Traité appelle

le Triangle Arithmétique imprimé à Paris en 166j.

donne la prétendue découverte de Leibnitz dès la

z dc page dans la définition ante-pénukiéme 5 outre

cette Lettre de Leibnitz qui roule toute fur des ba-

gatelles d'Arithmétique 3 il y en a encore cinq au-

tres dans le même goût , la premiere dattee de Lon-

dres le 10 Février , les autres de Paris
, 30 Mars y

16 Avril , 14 Mai , &; 8 Juin 1673. jufques-là Leib-

nitz dit le Commercmm Epïjlolicum ne fc mêloit que

d'Arithmétique 3
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d'Arithmétique 3 mais l'année fuivante il fe tourna

du côté de la Géométrie , & dans une Lettre qu'il

écrivit à Oldembourg le ij. Juillet 1674. il dit qu'il

a des choies d'une grande importance 3 Se fur-tout

un Théorème admirable par lequel l'Aire d'un Cer-

cle ou d'un Secteur peut être exprimée exactement

par une fuite de Nombres rationels , il ajoute qu'il

a des Méthodes Analytiques générales de fort éten-

dues
,
qu'il enume plus que les plus beaux Théorè-

mes particuliers -, dans un féconde Lettre à Oldem-

bourg dattée du 2 6. Octobre même année
3 Leib-

nitz dit : Vous JçaveZj que Mylord Brownker &
J\d. Mercator ont donné une fuite Infinie de Nom*
bres rationels égale a l'efpace Hyperbolique 3 mais per-

fonne na pu encore le faire dans le Cercle > le Corn,

Epifl. remarque que quatre ans auparavant Col-
lins avoit communiqué à tout le monde les fuites In-

finies de Newton , oc" un an après , celle de Grego-

ri , èc que Leibnitz ne donna les fîennes qu'après

avoir vu celles-là ; tout cela cft prouvé plus au long

dans le Commercium Epijlolicum 3 où l'on voit clai-

rement par les Lettres de Leibnitz & les réponfes à

ces Lettres
,

qu'il a eu connoiifance de la théorie

générale des Suites avant que d'avoir donné fa Suite

pour le Cercle , èc que Newton lui-même la lui

aveit envoyée par la voie d'Oldembourg. Il paroît

même que Leibnitz qui dans ce tems fe difoit au-

teur de ce Théorème 3 n'en avoit pas la démonftra-

tion
, puifqu'il la demande à Oldembourg par une
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Lettre du 12. Mai 1676. Il paroît encore par une

Lettre de Newton dattée du 13. Juin 1676. que

dans ce tems il a communiqué directement à Leib-

nitz fon Binôme avec pluiieurs exemples d'extrac-

tions de Racines
.,

pluiieurs Suites Infinies pour le

Cercle , l'Ellipfe, l'Hyperbole , la Quadratrice , &c.

Et par une autre Lettre de Newton du 24. Octobre

j 676. il paroît qu'il a communiqué à Leibnitz i°. tout

le procédé des Suites , Ôc" la façon dont il eft arrivé

à cette découverte. 2 . Une manière de faire des

Logarithmes par les Aires Hyperboliques.
3 . La

Quadrature des Courbes en entier , avec pluiieurs

Exemples. 4 . Son Parallélogramme , autrement l'ar-

tifice dont il fe fert pour la réfolution des Equations

affectées.; . Le retour des Suites. Jufque-là Leibnitz

avoir toujours reçu àc n'avoit rendu que les mêmes

Suites qu'on lui avoir envoïées , il paroît même qu'il

ignoroit jufqu'alors le Calcul infinitéfimal par ce qu'il

dit dans une Lettre du zy. Août 1676. que les Pro-

blêmes de la Méthode inverfe des Tangentes , ne

dépendent ni des Equations 3 ni des Quadratures.

Enfin en 1 677. dans une Lettre à Oldembourg 3 il

donne une Méthode pour les Tangentes par le Calcul

Différentiel j cette Méthode eft la même que celle de

Barrow publiée en 1670. ôc le Calcul eft le même
à la notation près que celui de Newton communi-

qué par Collins en 1669. Oldembourg mourut à la

fin de l'année 1 677. & fa mort termina ce commerce

de Lettres. Collins mourut en 1682.. &c la même
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année Leibnitz publia dans les Actes de LeipficK la

Quadrature du Cercle Si de l'Hyperbole 3 & en 1684.

les Elements du Calcul Différentiel 5 Se enfin New-
ton en 1686. publia Ton Livre des Principes.

Voilà en racourci l'Hiiloire de ce Calcul > c'eft au

Leéteuràjuger de la part à cette découverte qu'on doit

accorder à Leibnitz.

Cependant Newton loin de fe plaindre fembloit con-

venir que Leibnitz avoit trouvé une Méthode de Cal-

cul femblablc à la fienne , bien des années s'écoulèrent

fans qu'il le fouciat de détromper le public , tout le

Monde fçavant à l'exception de l'Angleterre , regar-

doit Leibnitz comme l'Inventeur j à peine le Livre des

Principes de Newton étoit-il connu A toutes les vues ,

tous les travaux des Géomètres fe tournèrent du côté

du Calcul Différentieljtous les éloges furent pour l'Au-

teur prétendu de ce Calcul j enfin Leibnitz étoit en
pofleiIion,&: en pofTeffion non conteitée de tout ce que
laGéometrie avoit produit de plus brillant depuis vin^t

ficelés 5 mais cet éclat de gloire n'a pas duré , des Parti-

fans trop zélés &c des Dilciplcs éblouis, en voulant éle -

ver leur Maître , ont été caufe de l'abainement de fa ré-

putation. En 169J. les Ouvrages de Wallis parurent

en deux gros volumes , les Journaliftes de LeipficK

fe plaignirent affez mal-à-propos de ce que ce Géo-
mètre n'avoit pas parlé de Leibnitz , &c de fa gran-

de découverte autant qu'il auroit dû le faire j fur.

cela Wallis écrivit à Leibnitz qu'il étoit bien fâché

de n'avoir pu parler de lui , mais qu'il n'avoit au-
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cune connoiffance de Ces découvertes , fînon de fa

Suite du Cercle &C de fa Voûte quarrable
\

qu'il n'a-

voit jamais vu fa Géométrie des Incomparables , ou

fon Analyfe des infinis , ni fon Calcul Différentiel ;

que feulement il avoit oui dire que ce Calcul étoit

tout-à-fait femblable à la Méthode des Fluxions ;

Leibnitz lui répondit que fon Calcul étoit diffé-

rent de celui de Newton 3 Wallis lui récrivit pour

le prier de lui marquer la différence , mais Leibnitz

ne répondit rien.

En 1699. M. Fatio de Duilliers publia une DifTer-

tation fur la Ligne de la plus courte defcente , &c.

&; en parlant du Calcul infinitefîmal , il dit que

Newton en eft le premier 3 &C de plufieurs années le

premier Inventeur , que l'évidence de la chofe l'o-

blige d'avouer ce fait , &; qu'il laiffe à ceux qui ont

vu les Lettres &: les Manufcrits de Newton à ju-

ger ce que Leibnitz le fécond Inventeur de ce Cal-

cul a emprunté de Newton ; à cela Leibnitz répon-

dit dans les Acles de LeipficK qu'il n'avoit aucune

connoiffance des découvertes de Newton 3 lorfqu'il

publia fon Calcul Différentiel en 1684. cependant

on a vu ci-deifus par l'extrait des Lettres de Collins

& de Newton qu'il avoit eu copie de la Méthode

des fuites , de celle des Fluxions , 6c de tout ce que

Newton avoit fait en ce genre 3 auffi les Journalifles

de LeipficK refuferent d'imprimer la réponfe de

M. Fatio, qui fans doute contenoit la preuve de tons

ces faits 5 mais ces mêmes Journalifles lorfque paru-
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rent les Traités de Newton fur le Nombre des Cour-
bes du fécond genre & fur les Quadratures 3 ces

Journalises , dis-je , firent des Extraits où ils rabaiffé-

rent autant qu'ils purent la gloire de Newton ; ils

dirent à. 1 égard des Courbes du fécond genre que

Tfchirnhaus avoit été plus loin que Newton , 6c à

l'égard des Quadratures ils publièrent que Leibnitz

ctoit l'Inventeur du Calcul Différentiel , Calcul né-

ceflairc pour trouver les Quadratures ; qu'au lieu des

Differences de Leibnitz , Newton employoit èc avoit

toujours employé les Fluxions 5 comme Fabri avoit

autrefois fubftitué à la Méthode de Cavallieri la

progrefïion des Mouvements , ôcc. Keill piqué de

cette injulte comparaifon &C du peu de reipcdt de

ces Journaliftes pour Newton , imprima en 1708.

dans les Tranfadtions Philofophiques , une Lettre

où il dit , qu'il eft clair que Newton eft le premier

Inventeur de la Méthode des Fluxions , èc cependant

que Leibnitz après avoir changé le nom tk. la nota-

tion de cette Méthode des Fluxions de Newton ,1'a

publiée comme la fienne dans les A<5tes de LeiplicK.

En 171 1. Leibnitz fe plaignit &C cria à la calomnie

contre Keill , il écrivit à M. Hans Sloane alors Se-

cretaire, ôc" maintenant Préfîdent de la Société Roya-

le , pour demander juftice à cette Compagnie , exi-

geant en même tems un défaveu de Keill 6c" une re-

connoiffance qu'il n'avoit emprunté de perfonne fon

Calcul Différentiel : Keill fe défendit par les preu-

ves ôC par les Lettres dont nous venons de donner
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les extraits , 8c" foutint que Leibnitz n'étoit que Ic

fécond Inventeur , &c que même il étoit très-vrai-.

femblable , pour ne pas dire avéré qu'il avoir pris

de Newton les principes & le fond de ion Calcul

Différentiel , cv qu'il ne lui en appartenoit en pro-

pre que la notation ôf le nom. Sur cela Leibnitz

répondit que Keill étoit un homme trop nouveau
pour fçavoir ce qui s'étoit paffé auparavant 3 &C con-

tinua de demander juftice à la Société Royale 3 on
nomma plulieurs Commiifaires de toutes les Nations ,

on fouilla les Archives , les Lettres D les Papiers

manuferits y &c les Commiffaires firent leur rapport

contre Leibnitz en faveur de Keill , ou plutôt de

Newton ; la Société Royale fit imprimer ce rapport

avec l'Extrait de toutes les pièces du Procès , fous

le titre de Commercium EpÇïolicum , ôc ne voulant

pas juger , s'efl contentée de laiffer juger le Public 5

c'eft des pièces même du Procès d'où nous avons

tiré la plus grande partie des faits que nous avons

cité ; Leibnitz fe plaignit vcrballement à {es amis 9

cria beaucoup par Lettres 3 mais il n'écrivit rien

contre ce qui venoit de fe paffer , rien du moins

qu'on puiffe citer 5 il ne parut qu'une Feuille volan-

te , fans nom d'Auteur
3 dattée du 7. Juillet 171 5»'

fous le titre de Jugement d'un Mathématicien du

premier ordre 3 ô£c. Dans ce jugement on convient

que Newton a le premier trouvé les Suites $ mais on

dit que dans ce tems où il a trouvé les Suites , il n'a-

Voit pas encore même fongé à fon Calcul des Flu-
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xions ,
parce que dans toutes fcs Lettres citées dans

le Com. Efifi. non plus que dans fon Livre des Prin-

cipes , on ne voit pas le moindre veftige des lettres

ponctuées.*; , x , x , ôcc. dont il s'eft fervi enfuitc
,

ôc" qui ont paru pour la premiere fois dans le Livre

de Wallis , c'eft-à-dire , plulieurs années après le Cal-

cul Différentiel de Leibnitz ; ôc" que par conféquenc

le Calcul des Fluxions étoit pouxrieurau Calcul Dif-

férentiel. Ce jugement porte aum* que Newton n'a-

voit connu la Méthode des Secondes Differen-

ces que long-tems après les autres. Tout cela n'a-

voit pas befoin de réfutation ôc tomboit de foi-mê-

me ; cependant on répondit que la notation ne faifoit

point la Méthode , que Newton pour marquer les

Fluxions fc fervoit tantôt de lettres ponctuées x 3y , £

,

&c. tantôt de lettres majufcules X , Y , Z , 6vC. tan-

tôt d'autres lettres p , q ,r, &X. tantôt de lignes j

que Leibnitz au contraire n'avoit jamais déligné les

Fluxions , ôc" qu'il n'avoit point de caractère pour

cela ; car les dx , dy , dz> , dec. ne marquent que les

Dirlérences , c'eft-à-dire , les Moments que Newton
• • •

marque par ox 3 oy , ozj , &c. c'eft-a-dire
,
par le

Rectangle formé du Moment o } ôc de la Fluxion .

que la Méthode des fécondes , troifiémes & qua-

trièmes Différences eft donnée en général dans la

premiere proportion du Traité des Quadratures

communiqué à Leibnitz dès l'année i6yj. que Wallis

avoir appliqué cette régie à des exemples de fecon-
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des Différences en 1693. tro ^ s ans avant que Leib-

nitz eût publié la manière de difrérentier les Diffé-

rentielles , &c qu'il étoit évident que Newton lavoir

trouvée dès 1666. dans le même tems qu'il a trouvé

le Calcul des Suites èc des Fluxions , &c.

Nous n'avons pris que les points principaux de

cette petite Hiitoire de la découverte du Calcul in-

fmitefimal , nous n'avons donné que le gros de la

querelle entre Leibnitz ci Newton 5 car il y eut des

hoftilités particulières , des défîts y des Problêmes pro-

pofes de la part de Leibnitz be de fes adherans 3

Newton fans s'émouvoir réfolut les Problêmes tk. ne

chercha point à fe vanger > la feule chofe qu'on pour-

roit lui reprocher , c'eit d'avoir laiffé retrancher de

la dernière édition de fon Livre des Principes fait à

Londres en 1716. l'article qui concernoit Leibnitz,

& il faut convenir que l'on a fort mal fait , même
pour la gloire de l'Auteur, qui dans cet article don-

ne des louanges à Leibnitz 5 mais en même tems

s'attribue la premiere invention de ce Calcul, fai

autrefois , dit -il 3 communiqué par Lettres , aw
tres-habile Géomètre 2ïd. Lewmtzjjna Méthode 5 ilm a

répondu quil anjoit une Aie'thode femblable , & qui

ne diffère prefque point du tout de la mienne , &c~
Pourquoi fupprimer cet article ? puifqu'on l'avoic

îaiffé iub filter dans la féconde édition en 171 3. c'eft-

à-dire , dans le tems de la chaleur de la conteltation.

D'ailleurs qu'en pouvoit-on craindre , après l'im-

predion du Corn» Epifiol ? Nous obferverons en paf-

fane
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fant que ce n'eft pas la feule chofe qu'on ait chan-

gée mal-à-propos dans cette édition de 1716. à la-

quelle Newton n'a furvécu que quelques mois , ôc

peut-être l'Editeur a eu plus de part que lui à ces

changemens.

Tandis que Leibnitz cherchoit querelle à l'inven-

teur du Calcul , d'autres Géomètres cherchoient

querelle au Calcul même; Rolle,Ceva &c quelques

autres prétendirent qu'il étoit erroné , ÔC ne voulu-

rent pas le recevoir } d'autres comme Neuwentyt , ne

voulurent admettre que les premieres Différences ,

&; rejetterent les fécondes ^ troifîémes , &X. Tout
cela venoit du peu de lumière que Leibnitz avoit ré-

pandu fur cette Matière ; il chancela lui-même à la

vue des difficultés qu'on lui fit , &; il réduifit [es In-

finis à des Incomparables , ce qui ruinoit l'exactitude

de la Méthode : M" Bernoulli , de l'Hôpital , Tay-
lor &C pluiieurs autres Géomètres éclaircirent ces

difficultés , défendirent le Calcul &c le firent triom-

pher à force de le préfenter.

On étoit tranquille depuis plufîeurs années , lorf-

que dans le fein même de l'Angleterre il s'eft élevé

un Docteur ennemi de la Science qui a déclaré la

Guerre aux Mathématiciens 5 ce Docteur monte en

Chaire pour apprendre aux Fidèles que la Géomé-
trie eft contraire à la Religion ; il leur dit d'être en

garde contre les Géomètres , ce font , felon lui , des

gens aveugles ôt indociles qui ne fçavent ni raifon-

n.er ni croire 3 des vifionnaires qui fe refufent aux



xxvj PREFACE.
chofes {impies de qui donnent tête baillée dans les

merveilles. Selon lui le Calcul de l'Infini eft un my-

flere plus grand que tous les myfteres de la Reli-

gion 3 il les compare enfemble comme chofes de

même genre , ô£ il nous dit en même-tems que le

Calcul de l'Infini eft erroné , fautif , obfcur , que

les principes n'en font pas certains , 8c" que ce n'eft

que par hazard quand il mène au but.

Voilà un plan d'Ouvrage bien bizarre , ô£ un
affortiifement d'objets bien lîngulier 5 j'ai recherché

en lifant attentivement fon Livre , les motifs qui one

pu le pouiler à faire cette infulte aux Mathémati-

ciens , &c j'ai reconnu que ce n'eft pas le zèle , mais

la vanité qui a conduit fa plume ; ce Docteur a

l'efprit peu fait pour les Mathématiques 5 car il en-

tafle Paralogifmes fur Paralogifmes lorfqu'il veut ré-

futer les Méthodes des Géomètres ; mais avec cet

cfprit fi peu Géomètre il ne laifle pas que d'avoir

quelques vues Métaphyfiques , &: une Dialectique

allez vive 3 il fent apparemment toute la valeur de

ces talens a ô£ il s'efforce de rendre méprifable tout

ce qui n'eft pas Métaphyfique ; je lui avouerai que

la Métaphyfique eft la Philofophie premiere 3 qu'elle

eft la vraie feience intellectuelle 5 mais il faut en

même-tems qu'il m'accorde que c'eft la feience la

plus trompeufe dans les applications qu'on en fait , Se

la plus difficile à fuivre fans s'égarer ; on peut dire que

fon Ouvrage eft un exemple de cette vérité
,
puifqu'a-

vec fa Métaphyfique il commet des erreurs très-
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grofïiéres &: fait des raifbnnemens très-faux
\ je dou-

te qu'il en convienne , mais au moins tout le mon-
de conviendra pour lui en liiant les Ouvrages *

>

que fa faulfc Métaphyiique l'a conduit à une mau-
vaife Morale , St qu'à force de bien penfer de lui-

même , il elt venu à fort mal penfer des autres hom-
mes.

Ce qui a donné de la célébrité à ces écrits con-

tre les Mathématiques 6c les Mathématiciens , font

les réponles d'un Sçavant qui fous le nom de Phi-

lalethes Cantabrigienlîs a réfuté ** le Docteur de la

manière du monde la plus folide &" la plus brillante,

dans deux DifTertations *** qui font admirables

par la force de raifon èc la fmefle de raillerie qu'on

y trouve par tout ; je ne fçais pas comment le Doc-
teur penfe à préfent , car il y a dequoi humilier la

plus orgueilleufe Métaphyiique ; il n'a pas répondu
à la dernière DifTertation qui pulvérifoit fon Ou-
vrage ; mais de Ces cendres il eft forti un Phénix ,

un homme unique , un homme au-deflus de Newton ,

ou du moins qui voudroit qu'on le crût tel , car il

commence f par le cenfurer &C par défaprouver fa

* The Anal y ft. London 1754. A Defence of free-thinking in MathematicKs.

JLond. 1-73 j.

** M. Colfon l'a aufli refute dans la Préface de la Méthode des Fluxions.

Lond. 1736.
*** Geometry no freind to infidelity. Lond. 1734. The minute Mathema-

tician. Lond. 173J.
5 A Difcourfe concerning Nat, and certainty of Fluxions by M. Robins,;

Lond, 1735.
o ij
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manière trop brève de préfenter les chofes ; enfuite

il donne des explications de la façon , & ne craint

pas de fubftituer fes notions incomplettes * aux Dé»
monitrations de ce grand homme. Il avoue que la

Géométrie de l'Infini eft une lcience certaine , ton*

dée fur des principes d'une vérité lùre , mais enve-

loppée , c\£ qui felon lui ria jamais été bien connue s

Newton n'a pas bien lu les Anciens Géomètres ., Ton

Lemme de la Méthode des Fluxions eft obfcur ô£

mal exprimé 3 fa Démonftration eft hypothétique î

ainiî on avoit très-grande railon de ne rien croire

de tout cela ; ainfi M. Berckey , le Docteur n'avoit

point tort lorfqu'il difoit que les Mathématiciens

croyoient les chofes fans les entendre , notre Au-
teur M. Robins eft venu au monde exprès pour le

démontrer,, il fait voir que Newton n'a pas les idées

nettes ni les expreilions claires 9 6c que toute la

théorie des Fluxions avoit beloin d'un Commenta-
teur qui fut capable non-feulement de corriger les

fautes de la parole , mais de reformer les défauts de

lapenfée : malheureufement les Mathématiciens ont

été plus incrédules que jamais , il n'y a pas eu moyen
de leur faire croire un feul mot de tout cela , de

forte que Philalethes comme défenfeur de la vérité ,

s'eft chargé de lui lignifier qu'on n'en croyoit rien ,

qu'on entendoit fort bien Newton fans Robins, que

les penfées ôc les expreftions de ce grand Philofo-

* State of Learning. 173$, & 173^»
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phes font juftes bc très-claires , & qu'elles n'ont be-

îbin pour être comprîtes que d'être méditées èc fui-

vies 5 ÔC chemin faifant il fait voir que ce font les

idées de M. Robins qui font obfcures ,
que ce font

fes phrates qui ne lignifient rien , èc que fon ftyle

n'eft intelligible que lorfqu'il fe loue d>C qu'il blâme

les autres } car il eft (ingulier , comme ce M. Ro-
bins traite les plus grands hommes , il ne craint pas

de fe deshonorer en difant que M. Jurin eft un igno-

rant auiTi bien que M. Smith , deux hommes dont

le mérite fupérieur eft univerfellement reconnu j je

me garderai bien de le juger lui-même audi févére-

ment , ceux qui voudront le connoître n'ont qu'à

parcourir fes Ecrits 3 ce font des pièces d'une

mauvaife critique 3 affez grofïiérement écrite ,

à laquelle il vient de mettre le comble, en attaquant

fans aucune confidération M. Euler * , ô£ en inful-

tant ** fans aucune raifon le Grand Bernoulli. Croit-

il être le premier qui ait remarqué qu'il a échappé

à M. Euler quelques négligences dans fon grand Ou-

vrage fur le Mouvement ? ce font des petites fau-*

tes qu'on doit pardonner , en faveur du très-grand,

nombre de bonnes chofes dont ce Livre eft rempli ,

qu'il nous donne quelque chofe qui vaille le Livre

de M. Euler , après quoi nous oublirons Ces erreurs ,

& nous lui pardonnerons fes odieufes critiques.

* Remarcks on M. Euler's Treatife deMotu. Lond. 1738.
** Thac inelegant, ibid. Compuxift.
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Nous n'ajouterons qu'un mot à cette Préface ,

déjà trop longue 3 c'eft que quiconque apprendra

le Calcul de l'Infini dans ce Traité de Newton
, qui

en eft la vraie fource , aura des idées claires de la

chofe , &: fera fort peu de cas de toutes les objec-

tions qu'on a faites , ou qu'on pourroit faire contre

cette fublime Méthode.



ERRATA.
Je n'ai fit donner à timpreffion de ce Livre tous les John nécejfaires ; & il s'y

eft gliffé plufteurs fautes que je prie le Letleur de vouloir bien corriger.

PJAge i. ligne 16. Nominareur, life: Nu-
mérateur.

P. 3 . 1. 4. a. -f- o /. aa -f- o.

P. +. 1. 6. x , x" l. x , « , x". idem 1. 9.

aabx~" /• aabx~~ *.

P. 5.1. 11. fi:<J
IS

/. yt2al °.

P. II. 1. IS.q* — h"**J- ^1 — 7^**-
ibid, égales , /. égalez.

P.if.l.24.-— r /• iî~ ' «f. Llf. dès Iocs.

I v x 4

/. des lors. »d. 1. dernière.—'-
1. -\

P. 21. 1. n. expprimé. /. exprimé.

P. 21. 1. 18. 1 1. -

z *•

P. 23. I. »r. */. x. id. 1. 24. —2.— xx

V ay
byi

xx. I. —^ xx V "y -+ xx.a+y
id. 1. t6. — o /. — o.

P. 24. dans la Figure , faites un H au Heu
de IT. id.l. 29." AD /. BD.

P. 29. L 1. -+- xx — xy l. -+ xx — xy.

P. 30. I. 34. xy 1. 'xy.

P. 3 x. 1. 7.— - /. — -\ id. 1. 19. -i^r /.

2C

P. 3f. T. 9. multipliés ,/. multipliée.

P. 37. 1. if. — 6x* l. — ixK

P. 41. L 2. cette Equation , /. une Equation.

P. 44. 1. 16. pour x l. pour *.

P. 49. 1. if. x : y l. y : x.

P.52... 5 ,;xg;,.;xg.
P; Î3. 1. 7- fou AB /. foit AC. id. 1. 18. CT
& ET /. O & Et.

P. 5 4. dans la Figure marquer F & Equi font

brouillez , F doit être entre B & T.

P. fy. 1. 14. au point un /. au point D un.

id. daas la Figure , marquez la lettre G &
la lettre d.

P. «o. 1. 12. Ci./. cD.id. I. 19. AD./. Ac
P. 6 1 . dan s la Figure , achevez le petit k qui

eft au-dtlTus au bouc de ia petite ligue

ponéhiée. id. 1. 3 i.yy /• by.

P. 61. 1. 1 3. BT /. Br. id. 1. 22. AD /. BD.
P. 63. 1. 12. Lignées /. Lignes.

P. 64. dans la Figure , au lieu de A mettez <T,

id. 1. 31. Dh l.dh. id. 1. 38. point C. /.

point D.
P. 6$. 1. 8. Ce rencontrent plus loin /. fe ren-

contrenr plutôt en H , & celles qui (ont

furjle côté moins courbe Dd le rencontren;

plus loin.

P. 66'. 1. 10. égal à z /• égal à z.

P. 68.1. 3.— x z
l. — x)

1
.

r. , t „ » 2.b'-cz , lb zc*Z
P. 69. 1. 6. doù — —7— /. 7—..

>
J y>.

P. 73. 1. 14. foit BC- /. l'oit BK.

P. 74.1. I4. jàJ^LJ±22L^
i + ZZ—Z 1+ZZ — Z*

P. 7 6. I. 22. AQ,/. A/3.

P. 75. 1. 2.
a
—ï- t. — . '<*• dans la Figure
6xx 6 xx

mettez D au lieu de ^ .

P. 8r. 1. 2. quantité /. qualité, id. 1. ij. l'Arc

AK /. l'Arc BK.
P. 82. dans la Figure , prolongez un peu Is

ligne DC. id. 1. iS.*= 1 l.'xz= 1.

P. 84. 1. 4. *= V - l.t— V i.

P. 87- 1. 9. 2zz/. ï*z. «i. exterminé z. /.ex-

terminé ^. id. 1. xi. jfii! = z /. msi —

c.ii.1. rî.-Wz/.-f-fz.
P. 88. 1. 1 1 . —y , l'Aire AGEC /.= >, l'Aire

AFDB= f, l'Aire AGEC.

P. i9 . 1.2 2.-+-S/._i_iif

P. yo. I. 6. 4«z /. 4-r.rz.

P. 91. 1. 6. i /.fa.

P. 96. L 4 .
^'+*** donne /.

V ' + ax*

1 — bxx 1 — £x*

— z, donne.

a*
P. 97. 1. 27. lifez ainfi dX — — .id. I. 29.011

j\

en le fuppofant infini /• ou en liippofant X
infini.

P. 98. dans la Figure, marquez le petit d au»

deflus de la ligne ponctuée Gè,



T. ici. T. to. 79641. 7<»7?.

P. 103. 1. I 8. 4000080 /. 4O00O0O.

P. 109. dans la Figure au lieu de * qui eft

entre les lettres C 8c c écrivez *.

P. 114. 1. 1;. par — 7 /. par — \ — 5— l— | — -tj ou dans le 4= Ordre en multi-

àe %

pliant par— î id. I. dernière -+- ~ *" lif.

P. 121.1. j7.Coniquei, /. Conique , &•

P. 125.I. 19. détermine /. termine.

P. 1 16. 1. 6. d'égalité /. d'inégalité.

P. 118. 1. 4. ou a /. on a.

P. 129.I z.— 'xU.— \A-

P. 1 30, 1, 1, ïfrxi I. jfTx* *<J, 1.

1

1
X

1. 1. »'<*.

I. 16. l'Aire ci-defTus devient «î ?. von*
aurez «'.

P. 13 3. 1. 19. GK. /. GC. ibid, a -+- 4* ''/«

^t-i?. id. 1. 21. AL— -14 /. AL — ia.
a

P. 1 3 f . I. 3 1. donc ia l. donc £<*.

P. 136. 1. if. — ^*z / y
1
!..iï. — r

12. Rs l.P. 137. 1. 12. R//. KS.id. 1. if. Rir/.RSr..

P. 138. 1. ii.= 4d_y /. = 4*y.

P. 144.L ii.= 1AV /. =i AV. »'i. dan*
la Figure au lieu de X écrivez K.

P. 14?. I. 11. quarréeeft /. quarrée.

P. 146. 1. 4- Pp '• 0<f . »'d.l. *4> Racine 4^2- Ji£

Racine -r-.

^ Çc±*?&J

Jb.23.t-t- Ayj/*-+ -ZÈ? £jéi coï+ie. cityfrùJ
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METHODE
FLUXIONS.

'Ai obfervé que les Géomètres modernes ont

la plufpart négligé la Synthefe des anciens ,

3c qu'ils fe font appliqués principalement

à cultiver l'Analyfe ; cette Méthode les a

mis en état de furmonter tant d'obftacles
,

qu'ils ont épuifé toutes les Spéculations de

la Géométrie , à l'exception de la Quadra-

ture des Courbes & de quelques autres

matières femblables
,

qui ne font point encore difcutées ; cela

joint à l'envie de faire plaifir aux jeunes Géomètres , m'a engagé à

compofer le Traité fuivant , dans lequel j'ai tâché de reculer encore

les limites de l'Analyfe , ôc de perfectionner la fcience des Lignes

Courbes.

1 1. La grande conformité qui fe trouve dans les Opérations lit-

térales de l'Algèbre , ôc dans les Opérations numériques de l'Arith-

métique ; cette reflemblance ou analogie
,
qui feroit parfaite , fi les

Caractères n'étoient pas differens , les premiers étant généraux ÔC

indéfinis, ôc les autres particuliers ôc définis, dev'oit naturellement

nous conduire à en faire ufage ; ôc je ne puis qu'être étonné de ce

A



i METHODE
que perfonne, à moins que vous ne vouliez excepter M. Mcrcator

,

de Quadratura Hyperbole, n'a fongé à appliquer à l'Algèbre la

doctrine des Fractions Décimales, puifque cette application ouvre
la route pour arriver à des découvertes plus importantes & plus diffi-

ciles. Mais, puifqu'en effet cette doctrine réduite en efpeces doit

avoir avec l'Algèbre la même relation que la dottrine des Nom-
bres Décimaux fe trouve avoir avec l'Arithmétique ordinaire , il fuf-

fît de fçavoir l'Arithmétique ôc l'Algèbre , ôc d'obferver la corres-

pondance qui doit être entre les Fractions Décimales & les Termes
.Algébriques continués à l'infini

, pour faire les Opérations de l'Ad-

dition, Souftradion , Multiplication, Divilîon & Extraction de Ra-
cines dans cette nouvelle façon de calcul. Car comme dans les Nom-
bres les places à droite diminuent en raifon Décimale , ou Soude-
cuple, il en eft refpectivement de même dans les efpeces , lorfqueles

Termes font difpofés en ProgreïTion uniforme continuée à l'infini,

fuivant l'ordre des dimensions d'un Nominateur ou Dénominateur
quelconque; ôc comme les Fractions Décimales ont l'avantage de

transformer en quelque façon toutes les Fractions ordinaires ôc tous

les Radicaux en Nombres entiers, de forte que, lorfque ces Frac-

tions ôc ces Nombres fourds font réduits en Décimales , ils peuvent

être traités comme des Nombres entiers; de même les fuites infi-

nies ont l'avantage de réduire à la claffe des Quantités fimples toutes

les efpeces de Termes compliqués , tels que les Fractions dont les Dé-

nominateurs font des Quantités complexes, les Racines des Quantités

compofées ou des Equations affectées , ôc d'autres femblables;c'eft-à-

dire qu'elles donnent la commodité de pouvoir les exprimer par une

fuite infinie de Fractions , dont les Numérateurs ôc les Dénominateurs

font des Termes fimples , ce qui appîank des difficultés, qui fous la for-

me ordinaire, auroient paru infurmontables. Je vais donc commencer

par faire voir comment ces Reductions doivent fe faire, ou ce qui

eft la même chofe , comment une Quantité compofée quelconque

peut être réduite à des Termes fimples, dans les cas fur-tout où la

Méthode de calculer ne fe préfente pas d'abord; j'appliquerai enfuite

cette Analyfe à la folution des Problêmes.

III. La Reduction par la Divilîon ôc par l'Extraction des Ra-

cines fe concevra clairement par les exemples fuivans , en compa-

rant les façons d'opérer en Nombres ôc en Efpeces-
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Exemples de Redit clion far la Divifion.

IV. La Fraction f+rx étant propofée, Divifes a a par b -+- x de

la manière qui fuit.

(« a aux aux- aax' a a x*

e— ii i x + o

~F""
— .• i « «a.V s

o + — H o

+ a* ** + «**,

a 1 ï'

o — —— +o
b>

a- x ' a s x*

b> b*

a- x: 4

, &C.
b*

a a a 1 x a- x- a* x> a-

x

- x*

Le Quotient eft donc y—£»—1

—

éi ^—*~ T~ >
&c<

laquelle fuite étant continuée à l'infini = -j-r^. • ou fi l'on fait x le

premier Terme du Divifeur de cette façon, x-\rb(aa-\~o, alors

, „ . - aa. aab egb s aab'' ,,

le Quotient fera — ^ -f-
——, ^ , &c. ce que 1 on trouvera

par la môme manière que ci-defius.

V. De même la Fradion tttx~> fe réduira à i — x z -f-x 4

— x 6 -4- x s
, ôcc. ou bien à x— l — x—4 -f- x—6 — x -~ 8

, ôrc

VI. Et la Fradion 2xî-— xr
s
fc réduira à zx\ — ix-4- 7X*—«

i -4-.Vï—-3x

13 V* -4- 34x1 , ÔCC.

A ij
.
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VII. Il convient ici d'obferver que je me fers de x— T

, x— * ,

x—î , x-4 , &c. au lieu de ^ ,
—
», jî, 7» , &c. de X r

, ^ f
xi

} Xi,

'&
, ôcc. au lieu de V x , \/ x* , V xs

, ^ * , y x *
, & de x

—r -j »

x
—

*
t
&c. au lieu de çr—

} & X*,J X ,
&c. Et cela par règle d'Ana-

logie, comme on peut le concevoir par des Progreffions Géomé-
triques femblables à celles-ci, xi , x» , x

1

, xf , x> x° ou 1 , x-"î,

x- 1
, x-',x-1

, &c.
a a a a b aab x

VIII. Ainfi au lieu de— ~~ + —t , &c. on peut écrire

aax-'\~~" <"*&*- \-i-aab-x-' , &C.

I X. Et au lieu de V « «_**, on peut écrire *«_ ** I r, & «._„ |
*,

au lieu du Quarré de aa—xx, & lyf^r'f au heu de ^fj^jy t

& ainiï des autres.

X. Ainfi il convient aflez de diftinguer les PuilTances en Affirma-

tives , Négatives 5 Entières & Rompues.
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Exemples de Reduction far l'Extraetion des Racines.

XI. La quantité aa~\-xx étant propofée, vous pouvez en ex-

traire la Racine quarrée , comme vous le voyez ici.

x a; x * x* îï" 7 x l ° 11 x lz

aa-\-xx{*-\ 1 1
, &c;

a a

O+ ï»
x4

+ XV+
4 as

— X*

4**
x4 Xs X*

4 a1 S a4 «4 a6

8 a4 64

,

H
8 a* 16 a 6 64a 3 ifé <t

10

Sx» x'° x"
, &c .

6 4 a s 64a 8 i5«a

j x 8
5 x IO ;x

+
64a' ii8« 8 5iza'

7 *«» 7*",&C.
128.1 8 511 « ,0

7<" 7* 11

+
llSa8 içéa 1

".*", &C.

5 na'°

X X * X °

La Racine fe trouve donc être rf -t- — — ^77 + —
^7 , &c.

On peut obferver que vers la fin de l'Opération je néglige tous

les Termes dont les Dimenfions furpaflent les Dimensions du der-

nier Terme , c'eft-à-dire du Terme auquel je veux finir ma fuite ,

X "
par Exemple , -jn •
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XII. En changeant l'ordre des Termes , c'eft-à-dire en écrivant

, t, . , aa. a* a 6 ja«
x x -w^ la Racine fera x -f. - -j^ + ^7,

- --
7 , &c.

XIII. Àinfi la Racine de a a— x x eft a— — ——- — —^ , Sec.

XIV. La Racine de x— xx eft xî —— * —~ s _~ ~ &c.

XV. Celle de aa-\-bx— xx eft a-±-— — — — ~—
. &c.

XVI ErZ^-- "*"'**
rfl

I + f "**-^ lA;4+ ^* ; -r 6 -*^
,.AV1

-
w r 1—6** elt i-ii**-ii«*4_.. 4îj((-^

:
& endi-

vifant actuellement , on aura

i

ii r !

8
^ — T6 * b

H- l 6 ^

XVII. Mais ces Opérations peuvent être abrege'es par une pré-

paration convenable. Dans l'Exemple précèdent J/"'J-illl fija

Forme du Numérateur & du Dénominateur n'avoit pas été la mê-
me, j'aurois pu les multiplier tous deux par V j _a*7, ce qui au-

* i -\- a x*- — a b x*
roit produit —

1>

3
auquel cas il ne refte plus qu'à ex-

i — b x x

traire la Racine du Numérateur feulement, & la divifer par le Dé-
nominateur.

XVIII. Je m'imagine qu'en voilà affez pour faire connoître

comment on peut extraire les autres Racines , quelque compli-
quées qu'elles foient, comme

^ 7~_ VT^TZ V x ' +- 1 ** — **

xi H- -t———-—— '- :
'

_
•

'

) & les réduire à une
Va x x + xT" • *+**— • iK _ x\ /

fuite infinie de Termes Simples.

De la Reduction des Equations slffeclées.

XIX. Il faut que nous entrions dans un détail un peu plus grand ,

pour expliquer comment on doit réduire les Racines de ces Equa-

tions à des fuites infinies ; car ce que les Géomettres nous ont donné
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fur les Equations en Nombres , eft extrêmement embaraffé, Ôc chargé

d'Ope'rations fuperfluës; de forte qu'on ne peut prendre fur cela un
bon Modèle pour faire les mêmes Opérations en Efpcces. je ferai

donc voir d'abord comment fe doit faire en Nombres la Reduction,

des Equations Affectées, ôc enfuite j'appliquerai la Méthode aux

Efpeces.

XX. SoitfEquationjî — 2y— 5 = o à réduire en fuite infinie,

prenez un Nombre comme 2 ,
qui ne diffère pas d'une de fes di-

xièmes Parties de la vraie valeur de la Racine, ôc faites 2 -4-p=y,
fubftituez 2 -4- p pour y dans l'Equation donnée, ôc vous aurez

pi _|_ dpi _j_ iop— 1=0, dont il faut chercher la Racine pour l'a-

jouter au Quotient; rejettez /i-f-tf/^à caufe defa petiteffe, il réitéra

icp— 1= 0, ou p= o, 1 , ce qui eft très-près de la vraie valeur de

p; c'eft pourquoi l'écrivant au Quotient, je fais 0,1-+-^=/, ôc

fubftituant comme auparavant, j'ai qi -4- 6,3^- -4- 11,23^-4-0,061
= 0, négligeant les deux premiers Termes , il refte 11,23^-4-

0,061 = o, ou q=— 0,0054 à peu près (ôc cela en divifant 0,0 6 1

par 1 1,23 jufqu'à ce qu'on ait autant de Figures qu'il y a de places

entre les premieres Figures de ce Quotient ôc le principal Quotient

exclulivemenr, comme ici où il a deux places entre 2 Ôco,ooj ) J'é-

cris donc— 0,0054 dans le Quotient , mais au-deffous parce que ce

Terme eft Négatif; ôc fuppofant— 0,00 5 4 -4- r= ^, J
e fubftitue

comme auparavant , ôc je continue ainil l'Opération auiïi long-tems

qu'il convient, comme on le peut voir ci-deftous.

/'— V— J= o -+- 1,10000000— o,ooî448rz

+ i,o?45yi 4 i. Sec. = y

-+t — y

»

— iy
— f

-f- 8 -f- 1 2p -f. dp- + p '

— 4— ip

S O M M E. — 1 4- 10/) 4- dp- +p'

Oyi-\-q—f 4- P'

-4- io/>

— t

4-0,001 4-0,03^4-0,3^4-55
4- 0,06 4- *»* 4- s

4-1, 4-10,
— 1,

S O M Ai h. 4-o,o<?i 4-ii,ij?4-<î>)2 I 4-<7 î

— 0,0054-+-/ '

—
l +
+
+
+

r
e,t q

z

11,15?
O;06l

— o,ooooooiffr^tf)j:4-o,ooea»tr^«'—0,f>*àtï"+r
4-o,oooi8j7«« — 0,06804: -\-6,i— 0,060641 4-11,13
4- 0,061

SOMME. 4-o,ooo r 4/6 4- 1 ij.ifi'"

— 0, 00 00481 1 + s: I
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XXI. On peut abréger le Calcul vers la fin de l'Opération, & cela

principalement dans les Equations qui ont plufieurs Dimensions ; vous

déterminerez d'abord jufqu'où vous voulez pouffer votre Extrac-

tion, c'eft-à-dire combien vous voulez que le Quotient contienne de

Chiffres ; enfuite vous compterez autant de Chiffres moins un après

la premiere Figure du Coefficient du dernier Terme des Equations
,

qu'il refte de Places à remplir dans le Quotient, ôc vous rejetterez

les Décimales qui fuivent ; dans le dernier Terme il faudra négli-

ger les Décimales qui feront au-delà du nombre des Figures du Quo-
tient; dans le Terme antépénultième toutes celles qui feront en-deçà

de ce même nombre de Figures, en procédant ainfi Arithmetiquement,

fuivant l'intervalle des Chiffres ; ou bien, ce qui eftla même choie,

vous couperez par-tout autant de Figures que dans le terme pénul-

tième ; de forte que leurs Places les plus éloignées foient en progref-

fion Arithmétique, felon la fuite des Termes, ou foient fuppofées

remplies de Chiffres , lorfque cela arrive autrement. Ainfi dans l'exem-

ple ci-deffus , 11 je ne veux pas pouffer mon Extraction, ou conti-

nuer mon Quotient plus loin que la huitième Figure des Décimales;

lorfque j'aurai fubftitué 0,0054 -Hrpourg' , il y aura dans le Quotient

quatre Places de Décimales remplies , ôc autant qui demeureront à

remplir
; je puis donc négliger les Figures dans les cinq places les plus

éloignées , ôc c'eft pour cela que je les ai croifees de petites lignes
;

6 à la vérité j'aurois pu négliger auffi le premier Terme ri quoique

fon Coefficient foit 0,99^9 5
&c. Ainfi en ne tenant plus compte

de ces Figures, l'on aura dans l'Opération ci-deffus 0,000541

6

-f-

1 1,162 rpour la fomme, ce qui par la Divifion continuée au/Tl loin

que le terme prefcrit, donne pour la valeur de r,— 0,00004852 ,ce

qui remplit le Quotient jufqu'au Terme prefcrit ; il ne refte qu'à fouf-

traire le Négatifdu Quotient de l'Affirmatif, ôc l'on aura 2,0^45 5 148

pour la Racine de l'Equation propofée.

XXII. On peut auffi remarquer que fi l'on foupçonnoit au com-

mencement de l'Opération que o, 1 =^> ne donnât pas une affez gran-

de approximation de la vraie valeur delà Racine, il fàudroit au lieu

de 1 op— 1=0 faire 6p* -+- 1 o p— 1= o , & écrire dans le Quotient

ïa premiere Figure de la Racine de cette Equation ;
il convient donc

de trouver ainfi la deuxième ôc même la troifiéme Figure du Quo-

tient , lorfque dans les Equations fecondaires le Quarré du Coefficient

du Terme pénultième n'eft pas dix fois plus grand que le produit du

dernier Terme multiplié par le Coefficient de l'antépénultième. On
b épargnera fouvent bien dû travail, fur.tout dans les Equations de

plufieurs
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plufieurs Dimenfions, fi l'on cherche avec cette exactitude les Figu-

res qu'il faut ajouter au Quotient, c'efl-à-dire li l'on extrait ainli la

plus petite Racine des trois derniers Termes des Equations ; car cela

donnera à chaque Opération autant de Figures au Quotient.

XXIII. Cette manière de réduire les Equations numériques va

nous conduire à celles des Equations littérales ; mais il faut obferver.

XXIV. l°. Que l'un des Coefiiciens littéraux , fuppofé qu'il y en

ait plus d'un, doit être diftingué des autres , lequel Coefficient eft ou

peut être fuppofé de beaucoup le plus grand, ou le plus petit de tous,

ou bien le plus approchant d'une quantité donnée; ôc cela parce que

fes Dimeniïons augmentant continuellement dans les Numérateurs

ou dans les Dénominateurs des Termes du Quotient, ces Termes

doivent devenir toujours moindres , 6c par conféquent le Quotient

doit toujours approcher de la vraie valeur de la Racine, comme on
peut le voir dans les Exemples de Reduction par la Divilion ôc l'Ex-

traction de Racine de la Lettre x ; je m'en fervirai dans la fuite auffi-

bien que de la Lettre ^ pour marquer les Racines dont on cherche

la valeur, ôc je me fervirai àoy, f t q , r, /, ôcc. pour exprimer les

Radicaux qu'il faut extraire.

XXV. i°. Lorfque l'Equation contient des Fractions complexes,

ou des Quantités irrationelles , ou lorfqu'il s'en trouve après l'Opé-

ration , il faut pour plus de facilité s'en débarafler par les Méthodes
que les Analyftes nous ont données pour cela. Comme li l'Equation

b b

propofée étoit yi -t- J^rxy
x — x3 = o , il faudroit multiplier par

b— x, ôc tirer la Racine^ du Produite/3— xyï -^-bby*— bxi-t-x*,

= 05 ou bien on peut fuppofer y {b— .v)=», car en écrivantj^
au lieu de y on aura vl -\-b z V- — blxî-i- yb^x*— }bx^ -4-x 6 =0,
dont, après avoir tiré la Racines, il faudra diviferle Quotient par

b— x pour avoir la valeur de y. De même fi l'Equation propofée

étoit^'3— xyi -+- xi= o , on pourroit faire yi= z/ ôc x't= ^> ce qui

donneroit v 6— zjv -4-^4= 0, dont, après avoir extrait la Racine,
on tireroit par la Subftitution les valeurs de x &cy , car on trouvera

la Racine v= z^-+- z} -f- 62^ , ôcc. ôc fubftituant , on auroit yi= ,vf

-f-A-f- 6.VÏ- ,ÔCC. OU^= .VT -+-2ATT -4- I3X 1
, ÔCC.

XXVI. Et de même s'il fe trouve des Dimenfions Négatives

de x &Ly , on les fera difparoître en multipliant par x ôc y ; comme
fi l'Equation propofée étoit xi -f- $x*y- 1 — zx-*— i6j/-3=o, en
multipliant par x ôc y> , on aura x*yl -+- yxiy*— zyi — 1 6x == o. Et

il 1 Equation etoit at=y ~r ——-f- ——, en multipliant par;/* on

B
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aura xy> z^a^y 1 — laiy -±- $a* t & ainfi des autres.

XXVII. 3°. Après que l'Equation fera ainfi préparée, il faut

commencer l'Opération par trouver le premier Terme du Quotient.

Nous allons donner une règle générale pour cela, aufîî-bien que
pour trouver les Termes fuivans , lorfque l'Efpece x ou ^ eft fup-

pofée petite, ce qui fervira pour les deux autres cas qui font réduc-

tibles à celui-ci.

XXVIII. De tousles Termes dans lefquels l'Efpece Radicale

y ou p, q, r, &c. ne fe trouve pas, prenez celui qui eft le plus bas

eu égard aux Dimenfions de l'Efpece indéfinie xou^; puis entre

les Termes dans lefquels cette Efpece Radicale y , fe trouve, choi-

fifTez-en un, tel que la Progreffion des Dimenfions de chacune de

ces Efpeces depuis le Terme que vous aurez pris d'abord
, jufqu'à

celui-ci , defcende le plus , ou monte le moins qu'il fe pourra ; & fi

l'Equation contient quelques autres termes, dont les Dimenfions

tombent dans cette Progreffion continuée à volonté, il faudra les

joindre aux deux autres , & égaler leur fomme totale à zero , ce qui

donnera la valeur de l'Efpece Radicale qu'il faudra écrire dans le

Quotient.

XXIX. La Figure fuivante facilitera l'ufage, & donnera une idée

plus claire de cette règle. Divifez l'Efpace

Angulaire ABC en petits Quarrés ou Pa-

ralellogrammes égaux, dans lefquels vous

infcrirez x & y felon leurs Dimenfions,

comme vous le voyez. Quand on vous

propofera Une Equation , marquez tous

les Paraleilogrammes qui correfpondent

par leurs Dimenfions à tous les Termes
de l'Equation ; puis appliquez une Règle

à l'Angle du Paralellogramme le plus bas à main gauche de tous les

Paraleilogrammes marqués , faites tourner cette Règle jufqu'à ce

qu'elle touche un ou plus d'un Paralellogramme marqué à main

droite , fans qu'elle quitte celui qui eft à main gauche ; prenez ces

termes que la Règle touche , & en les égalant à zero , tirez-en la

quantité qu'il faut écrire au Quotient.

XXX. Par exemple pour tirer la Racine y de l'Equation^— y-xyï

~+-'—y>t-<~ ja^-xy1 -4-Gaixi -h£*.v4= o, je marque les Paraleilo-

grammes aufquels les termes de cette Equation appartiennent de la

Note ^ ,
puis j'applique la Règle DE au plus bas Paralellog;:.m-

B x* **J *v *V **/

X1
x'-y

xY- x*yi *'/*

x zy" xxy' x*y*

x xy xf
*
xy' xy*

A
I y r y y

4
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1

nie marqué à main gauche , &
je la fais tourner à main droite ,

jufqu'à ce qu'elle touche un ou

plus d'un autre Paralellogramme

marqué; je vois que ceux qu'elle

touche appartiennent à x3 , x z
y

z

ôc y
6 je prens donc dans l'Equa-

tion les Termes de ces Dimen-

lions , fçavoir y
6 — -ja zx z

y
z -+-

6.i>x> , ôc je les égale à zero ; & pour avoir une Equation plus firnç

pie, je h'isy= vy/six ce qui en fubflituant me donne v 6— 71^-4-6

= 0, dont les Racines ±V** & ±V iax me donnent cliacune à

mon choix le premier Terme du Quotient , ôc cela félon la Raci-

ne de cette Equation que j'ai deffein de tirer.

XXXI. Si l'Equation propolée étoitjs— by z -\-ghx z — at3= o,

je choilirois — by"--y-<jbx z
^ dont je tirerai -+- }x pour le premier Ter-

me du Quotient.

XXXII. Dans l'Equation y) -4- axy -f- day— a-s— a<zî = o
,

je choifisyî -4-a z
y
— 2ai , ôc j'écris au Quotient fa Racine -\-œ.

XXXIII. De même dans l'Equation x z
y$— ^c'xy 1— &afi%&

'ci
c7 =0 , yz prens xy s +- c? ce qui me donne— V— pour le premier

Terme du Quotient , ôc ainfi des autres.

XXXIV. Mais lorfqu'après avoir trouvé ce Terme, il arrive

que fa Puiflance eft Négative
,
j'abaifTe l'Equation, c'eft-à-dire je la

multiplie par cette même Puiflance Négative , afin qu'il ne foit pas

necefiaire de le faire dans la Réfolution , ôc outre cela pour que la

Règle que nous donnerons pour retrancher les Termes fuperflus ,

puiffe être appliquée comme il faut. Par exemple fi l'Equation pro-

pofée étoit "èz^yi -y~a^y z— x-jai =0 le premier Terme duQuo-

tient feroit —j- ainfi je multiplierai l'Equation par Zc
1 ôc j'aurai S z$yî

-+-as*y z— l'ja^z^ 2
- = o , de laquelle je chercherai la Réfolution.

XXXV. Par cette Méthode continuée , on trouve les Termes
fuivansdu Quotient, en les tirant des Equations fecondaires, ce qui

fe fait d'ordinaire plus aifément que l'Extraction du premier Terme,
car il fuffit de divifer le plus bas des Termes affectés de la petite

efpece x ou x 1
, xi , ôcc. ôc non affectés de l'Efpece Radicale f ou q ,

r, ôcc. par la quantité dont cette Efpece Radicale qui n'a qu'une
Dimenlion, eft affectée, fans être affectée de l'Efpece indéfinie ; ôc

enfuite écrire au Quotient le Réfultat. Ainji dans l'Exemple fuivant

Bij

M
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les Termes ~ rr-i,——^:„ etc. font produits parla Divifion âea^x,
i i;i

XXXVI. Il nous relie maintenant à montrer la pratique de la

Réfolution. Soit donc pour Exemple l'Equation yl -\-a^y -\-axy—
zai— xi =o, dont il faille tirer la Racine; je choilîs, connue je

l'ai dit les Termes j/3 -4- a-y— ta^
, qui étant égalés à zero, me

donnentj— a= o, ainiï j'écris -A- a dans le Quotient; mais par-

ce que -+- a n'eft pas la valeur complette de y je fais a -\-p =y , ôc

je fubfîitue dans l'Equation cette valeur àc y , & parmi les Termes
p -f- ^p 1 -\-axp, &c. qui en réfultent

; je choiiis de la même fa-

çon les Termes -f- ^a %p +- a l x
f
qui étant égalés à zero donnent/»

s=—-~ x
> j'écris donc——x au Quotient; mais parce que — —x

n'eft pas la valeur exacte de p , je fais — —x -+- q= p , & fubfti-

tuant cette valeur je choifis dans les Termes q* —i- xq 1 +- iaq
z
y

4

&c. qui en réfultent, les Termes qi— T6axl Qu* ^tant égales à zero

donnent q=~ que j'écris au Quotient, mais comme -j—n eft pas

la valeur exafte de q, je fais~ -4-r= # , & je fubftitue comme

ci-deflusj ce qui fe peut continuer auffi long-tems qu'on voudra ,

comme on peut le voir dans la Figure fuivante.
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y)-\-a z
y— 2rti -t-œxy—-xi

•»
,

**
,

I-I.v
-+--

(6584,11
tXl"=o*o.

y

—j
+
-T"64a l

-

5IiJ :

-*-a-+-p=y.
~\-.txy

—xi

-\-.i x-\-axp

-\-.t> ~{-.i z
p

—2a i —iaS

— -x-±-q=p. -H>3 l\x"> -+-;
:x

z
q -Xq

z -{-qî

+-Hax =• —\axq -+- 3 aq*
-t-.ixp —j ax 1 -+-.ixq

-t-a*x

— <*zx -b~4.alq

—xi —xi *

X 1

— xq z

-h}œq z

*

*

. 5*4 * . - .

•+409<fa -H-r^^-Hj^^-

-+-rz^q

— ±axq

•*r4t<i
%
q

— -xl

?*4 ±

—
rn*.? — \axr

0+

Z—rpixi —-\a^'

^-^a z——\ax-\-fcx*)-4J&*i
jix* f jjix' 5c.i.\*

4096.? \ ' > ira 2 ' 16384.1'

XXXV IL Quand on a déterminé jufqu'à quelle Dimenfion
l'on veut pouffer l'Extraction, on doit pour plus de facilité négliger

les Termes qui deviendront inutiles } c'eft-à-dire qu'il ne faut pas les

écrire quand on fait les fubftitutions , ôc pour les reconnoitre fùre-

ment , il fuffit d'obferver la Dimenfion du premier Terme qui ré-

fulte des Equations fecondaires , ôc n'écrire à main droite de ce pre-

mier Ternie qu'autant de Termes que la plus haute Dimenfion du

Quotient furpaiTe celle de ce premier Terme.
XXXVIII. Ainfi dans l'Exemple ci-deflus fi je ne veux pouf-

fer l'Extraction qu'à quatre Dimeniions, je néglige tous les Termes
après *4, je n'en conferve qu'un après xî , ôcc. ôc je marque * tous
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les Termes que j'omets. L'on continuera donc jufqu'à ce qu'on ar-

rive aux Termes~— ^-+^v~S«r, dans lefquels p,q,
r ou j, qui repréfentent les fupplémens de la Racine qu'on veut
extraire, n'ont qu'une Dimenlion; nous trouverons donc parla Di-

vifion autant de Termes , comme -f- ~* + ~£ qu'il en faudra

pour remplir le Quotient; nous aurons donc enfin y=a -x-t-
1 3 1 .v

j

fo9x*

?> &C.

XXXIX. Pour mettre ceci dans un plus grand jour, je vais en-

core donner quelques Exemples. Soit l'Equation )ys
Jj,4+-,,;

— ly'L -\-y— ^=0, dont on veut trouver la Racine jufqu'à la

cinquième Dimeniion
, il faut négliger tous les Termes qui fe trou-

vent après la Note %

•-vS—ky*-+-\p—y -;-

<-+-/=/•

Rm-2=a

—ip

—\yz

ïN.

-o. y.

fe , &c.
--^—zjp, &c.

-i^-HÇf-Htf*» &c.

-^ -K<fi &C «

"r/'
1 —fc^X**» &c

zip —XS &c.

ty -^X4-He?
Kf —-&-—<*
P -Hk2

-H
# -*-kf

X+

7^ +-X»

I
- ri

) ï 1»— k4 -*-^(k,
"
4ta4 '

,ZÎ

XL. Et de même Ci on propofoit de pouffer jufqu'à la neuvième
*?

Dimenfion la réfolution de l'Equation JsTëy
11 -^ y,1151 /
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.+. — f -+- \yi -\-y—^=o, avant de commencer l'Opération
}

on rejettera le Terme T^iy 11
i & enfuite on rejettera tous les Ter-

mes au-deffus de z£ dans l'Opération, ôc on n'en fouffrira qu'un

après & ôc deux après stf ,
parce qu'il eft aifé de voir que le Quo-

tient doit defeendre par des intervalles de deux unités , comme ^,

Qttl , ôcc. Ainfi nous aurons à la fin y= 2;— \ z$ •+ ~~ %s *+.

i _i_

Jô^ô Zj -f-36 _88o ^? >
&C -

X L I. Ceci nous conduit à trouver un moyen pour réfoudre

les Equations affeclées in infinitum ôc compofées d'un nombre in-

fini de Termes ; car avant l'Opération vous rejetterez tous les Ter-

mes dont les Dimenfions fe,trouveront excéder après lafubftitution

du premier Terme celle que vous voulez donner à votre Quotient ;

ainfi dans l'Exemple précèdent j'ai rejette tous les Termes au-delà

dey*
,
quoiqu'ils s'étendiffent à l'infini. Et dans cette Equation

Jf
-\-y par iÇ— iz*-+-5z?— 4l8 ) &c*

V—/* par se—
t

z*-h z< — ^8
> &c.

£-h)'5 par *£

—

^H-i'^f— l
2^
8

>
Re-

dout je fuppofe qu'on demande la Racine Cubique jufqu'à la qua-

trième Dimcnfion de z^ Je rejette tous les Termes qui font au-delà

de y*> par s£—I %*•+-'
$ ^f, ôc tous ceux qui font au-delà de — :

:

par ^
2— ç+-*-^, &c. & tous ceux au-delà dey par 2^ — 22^, &

enfin au-delà de— 8-4-2^— 42^ ,
parce que le premier Terme qu'il

faut fubftituer au lieu dey, fe trouve être â-f , ce qui donne plus

dp quatre Dimenfions dans tout le refte de l'Equation, ôc des lots il

ne refte que cette Equation à réfoudre j z£yî — iz+yi -4- &yh— zfy*
-4-

%ty*
— %*y*— iz*y -4- z£y— 42^ -4- zj-— 8=0.

XLII. Ce que je viens de dire des Equations élevées s'applique aux
Equations du fécond Degré

; je fuppofe par exemple qu'on demande
la Racine de cette Equation, ôc qu'on veuille en approcher jufqu'à la

fixiéme Dimenlïon de x.

ç y
n J— y par a +• .v -4- -

—

h^-4-^r } ôcc.
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Je cherche d'abord le premier Terme du Quotient, ôc je trouve j/

=f4âï , ce qui étant fubftitué dans l'Equation me fait voir que tous

les Termes font plus élevés que x 6
3 à l'exception de —y par^-f-

xtH";'; ainfi je nai plus que l'Equation y-— ay— xy— '--- H-^
—^od'où je puis tirer la Racine à la manière ordinaire, en faifant y

=1 a -+- \ x -+-h—V\^+1 ax -4-4 x 1 -4- Va '
ou bien ce qui eft pïus

commode Ôc plus prompt en fe fervant de la Méthode ci-deffus qui

donnera jj/=£i—^ï* On trouvera que le dernier Terme, c'eft-à-

dire celui qui doit être affecté de x 6 s'évanouira en devenant égal

à zero.

XL III. Quand on a une fois trouvé la fuite jufqu'à uncertain

nombre de termes, on peut quelquefois la continuer parla fimple

Analogie des Termes; par Exemple vous continuerez tant qu'il vous
'b 1 iii i

p!aira v-4-I <* -4- ëX? -+- r+ stf
-+- ilô ^ > &c. (

qui eft la Racine de la

i i i

fuite ou Equation infinie, s^=y +- zf- -+-
].y

} -+- ï y
4

j &c - ) en

divifant le dernier Terme par ces Nombres corefpondans i
, 3,4,

5,6, Ôcc. On continuera de même la fuite ^— ~
6 zj -+- îlô *L

f —
7Ô4S *? •*"

J6tiio *? > &c * en divifant par ces Nombres, 2x3, 4x5,

6x7 , 8x9 , &c. Et de même la fuite a-t--— ~^~t- 7^— 7^77

,

ôcc. peut être continuée tant qu'on voudra en multipliant les Ter-

mes par ces Fractions refpettives 7—4

—

6
—

s
—

ïô, ôcc. Il en eft

de même des autres.

XLIV. Il peut refter encore une difficulté dans la recherche du

premier Terme du Quotient, ôc quelquefois du fécond ÔC du troi-

sième ; car leur valeur trouvée par la Méthode ci-deffus ,
peut êtreir-

rationelle , ou bien elle peut être la Racine de quelque Equation

élevée ; lorfque cela arrive, ôc que la valeur n'eft pas en même tems

impoflïble, il faut la repréfenter par quelque Lettre , ôc procéder en-

fuite à l'ordinaire , en la traitant comme connue ; dans l'Exemple

yi -4-axy -4-<i ly — xi — zai =. o, (i la Racine de cette Equation^
-+-a'-y— z^= o s'étoit trouvée fourde ou inconnue, je l'aurois

repréfentée par une Lettre b , ôc j'aurois fait l'Opération comme vous

ie voyez, en fuppofant qu'on ne cherche le Quotient que jufqu'à la

troiliénie Dimeniion.

•+•7 l
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yi -+- aay -+- axy— x*} -

abx v
5 a*bx

— x5= o. Faites rf
2 -H 3^ =f 1

, alors

1 ... — _1_ X'r-1-
c
* —

c
s "T"

c
io , CXL..

4 -+-/=/•
-+-axy

-\- a l
y— xi

— 2a">

-+-£> -+-3^^-1-3^1 _|_/>5

_t- abx -+- ^x^>

— x i

— 2ai

-*-<2X/>

-t-f 1
/»

— X'

"+-*£x

a } b'x''— -p-, &c.

• 1. /T r
5.'^

— —
jr -+-axq

— x3

-\-abx

x\a+bx- a~>b~'x> / a4Z>x* x ! a'&'.v'

j c4 -f- x3 -H ~7?-( -— -H <-- -H -75- J ÔCC.

XLV. Ayant donc écrit b au Quotient, je fuppofe b-t-p^y,
ôcau lieu de y je fubftirue comme vous voyez;j'ai donc/'' -+-}bp z ,&c.

je rejette les Termes bi-^-^b — 2*3 comme e'tant égaux à zero,

parce que b eft fuppofé être Tune des Racines de cette Equation

y i .+. ,r-y— 2^3= o. Enfuite les Termes ^b^-^-a^p-^abx donne-

ront f= ~^*
a qu'il faut écrire au Quotient; & enfuite fuppofer

?=
5
p+ir-H^ ) &c.

XL VI. Pour abréger j'écris ce au lieu de aa-^sbb mais avec

cette attention de les reftituer par-tout où ils peuvent abréger auffi.

Après que l'Opération eft finie, je prends quelque Nombre pour

a, ôc je refous l'Equation yi -+-a l

y—2*3=0 par la Méthode que

j'ai donnée pour les Equations Numetiques, ôc je fubftitue l'une des

Racines à la place de b. Ou bien je délivre l'Equation de Lettres

autant qu'il eft pofllble , & fur-tout de la Lettre ou Efpece indéfinie
,

de la manière que j'ai infinuée ci-devant, ôc s'il refte des Lettres que

je ne peux chaffer
,
j'écris des Nombres à leur place. Ainfi^3-{- a z

y— 2*3 = o fera délivrée de a , en divifant la Racine par a , ôc devien-

dra yl -+-y— 1= 0, dont la Racine étant trouvée ôc multipliée par

<?, fera fublhtuée au lieu de b.
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XLVIL Jufqu'ici j'ai toujours fuppofe que TEfpece indéfinie

étoit petite; mais fi l'on fuppofe qu'elle ne diffère que peu d'une
quantité donnée

,
je mets une Efpece ou Lettre pour cette petite

difference, ôc après avoir fubftitué, je refous l'Equation comme au-

paravant. Ainfi dans l'Equation ~ys— - j/4_|_-^/î— j «,* _j_ «, -+- ^— x= o ; fi l'on fuppofe que x ne diffère que peu de la quan-
tité a

,
j'écris 2^ pour cette petite difference

, c'eft-à-dire ^-h^ou a
1 1 1 1— Z==x, ôc j'ai 5/— ïf 4"^ if* — ly~ -^y ± \— o qu'il faut

refoudre comme on l'a fait cUdeflus.

XL VIII. Mais fi cette efpece eft fuppofée indéfiniment gran-

de , alors je prens une Quantité réciproque, qui par conféquent fera

indéfiniment petite , ôc après l'avoir fubftituée
, j'opère comme aupara-

vant. Si donc dans l'Equationy> -V-y 1 <+/— xS = o, on fuppofe que
.v eft fort grande, j'écris ^ pour la Quantité réciproque très-petite

x, ôc fubftituant^ au lieu de x on aura /3 -^-y^-^-y— £5= 0, dont

ia Racine eft y =. ~— \— y ^ -+- gj z^ *+"
si Z* > ôcc. ou fi Ton veut

reftituer x on aura/= x —
,
— ~ -h—[Xi H-^vtj &c.

XL IX. Si aucun de ces expediens ne réuffit, vous pourrez avoir

recours à un autre, par Exemple dans l'Equationy*— *>/*.-+: xy*

-4- 2y z— ly -h 1 =0 où vous trouverez que le premier Terme doit

fe tirer de la fuppofition que /4-h 2/ 1— 2y -h 1=0, qui ne don-

ne point de Racines poffibles, vous ferez bien de tenter quelqu'au-

tre voie
j
par exemple vous pourrez fuppofer que x ne diffère pas

beaucoup de -+. 2 ou que 2-+- ^=x, alors fubfiituant 2-1-2^ au lieu

de x vous aurez/*— z^-y 1—
3K./

1— 2/-J- 1= 0, ôc le Quotient

commencera par -H 1 . Ou bien 11 vous fuppofez x indéfiniment grand,
I yi y*

ou bien i= 2^ vous aurez/4— ^ -+-T "+* 2y
l— z/ -+- 1 = o ôc -t-

^

fera le premier Terme du Quotient.

L. Et ainfi en partant de différentes fuppofitions vous extrairez ôc

vous exprimerez les Racines de différentes façons.

LI. Si vous êtes curieux de voir de combien de façons cela fe

peut faire, vous effayerez de trouver les Quantités, qui étant fubfti-

tuées au lieu de l'Efpece indéfinie dans l'Equation propofée, la ren-

dent dhïfible par/-+-ou— quelque Quantité, ou par/ feul. Pa r

exemple dans l'Equation /3 -h axy-v- a z
y— x ; — 2.2 3= o , vous

pourrez fubftituer ~\-a ou— ../, ou— 7a ou— ia>\\ au lieu de *
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ôc vous ferez bien fondé à' fuppofer que la Quan tité ,v ne diffère que

peu de -+- a , ou de — a, ou de — ia , ou de— 2<rz*lï
t ôc de-là

vous pourrez tirer la Racine d'autant de façons différentes
, 6c peut-

être encore d'autant d'autres façons , en fuppofant ces differences

indéfiniment grandes. Et de plus vous pourrez peut-être arriver en-

core au même but , fi pour la Quantité indéfinie vous prenez l'une

ou l'autre de ces Efpeces qui exprime la Racine ; ôc enfin encore

en fubflituant des valeurs Fictives au lieu de l'Efpece indéfinie, telles

que <*<.•+- bz? , jrr,
,
7x7" t

&c - Se en procédant comme ci-defTus

dans les Equations qui en refulteront.

LU. Pour s'alfurer de la vérité de tout ce que nous venons de

dire, ôc pour voir clairement que les Quotients ainfi tirés ôc con-

tinués à volonté, approchent de la Racine de l'Equation, ôc n'en

different enfin que d'une Quantité plus petite qu'aucune Quantité

donnée, ôc par conféquent n'en different point du tout, quand on
les fuppofe continués à l'infini , il fufiit de remarquer que les Quan-
tités qui font dans la colonne à main gauche du côté droit des Fi-

.gures où nous avons repréfenté ces Opérations , font les derniers

Termes des Equations, dont les Racines font ^>, q , r, s , &c. Et
que quand ils s'évanouiffent, les Racines />, q, r, s , ôcc. c'eft-à-

dire les differences entre le Quotient ôc la Racine cherchée s'éva-

nouiffent auffi , de forte qu'alors le Quotient ne diffère plus de la

vraie Racine ; ôc de-là quand vous voyez au commencement de l'O-

pération que tous les Termes de cette colonne fe détruifent mutuel-
lement, vous pouvez conclure que le Quotient que vous avez , eft

la Racine parfaite de l'Equation : ôc quoique ces Termes ne fe dé-
truifent pas tous , vous reconnoîtrez toujours que les Termes dans
lefquels l'Efpece indéfiniment petite n'a que peu de Dimenfions ,

c'eft-à-dire les plus grands Termes font continuellement retranchés

de cette colonne , de forte qu'à la fin il n'en refte plus pas un qui

ne foit plus petit que la plus petite Quantité donnée , ôc infiniment

petit ou égal a zero, fi on fuppofe l'Opération continuée à l'infini;

de forte que le Quotient ainfi tiré à l'infini , eft la Racine parfaite

de l'Equation.

LUI. Enfin quelque grande que fût fuppofée l'Efpece que j'ai

toujours faite indéfiniment petite , afin de mettre la chofe dans un
plus grand jour , les Quotients feront toujours vrais quoique moins
convergens à la vraie Racine. Ceci eft évident par l'Analogie de la

chofe, mais il eft vrai qu'il faut faire auffi attention aux limites des

Cij
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Racines
,
ou aux plus grandes Ôc aux plus petites Quantités ; car

ces propriétés font communes aux Equations finies ôc infinies. 1 ans
ces dernières la Racine eft la plus grande ou la moindre, lorfc ue
les fommes des Termes Aifirmatifs & Négatifs ont la plus grande
ou la plus petite difference, & la Racine a fes limites eu eft limi-
tée

,
lorfque la Quantité indéfinie ne peut pas être prife plus grande,

fans que la grandeur de la Racine ne devienne infinie, c'eft-à-dire
la Racine elle-même impoflible. Ceci fait fentir la raifon qui m'a
fait fuppofer cette Quantité très-petite.

LIV. Pour mieux encore éclaircir ceci foit ACD un demi Cercle
décrit fur le Diamètre AD Ôc BC l'ordon-
née. Faites AB= .v, BC=y,AD=*,
vous aurez y= Vitx __-= Vax— -

x-
^ax—i? Vax— 7i.IT Vax , &c. par la ma-

nière donnée ci-delfus. Donc BC ou l'or- Jt jêTs
donnée/ deviendra la plus grande, lorf-

que Vax furpaffera le plus tous les Termes *-Vax -+- j^Vax-tr

JZIT Vax, ôcc. c'eft-à-dire, lorfque x = la, mais elle finira , lorf-

que x= a -

y car fi vous faites x plus grand que a , la fomme de tous

les Termes— — Vax— ^Vax ~ Vax , ôcc. fera infinie. Il y a

de plus une autre limite, lorfque x=o, à. caufe de l'impoïïibiliré

du Radical V— ax\ les limites A , B ôc D du demi Cercle font

correfpondantes à ces limites de l'Equation.

L V". En voilà tout autant qu'il en faut de dit fur ces Méthodes
de calcul , dont je ferai un frequent ufage dans la fuite. Refte main-

tenant à donner quelques effais de Problèmes , fur-tout de ceux que

nous préfente la nature des Courbes , ôc cela pour mettre l'Art

Analitique dans un plus grand jour. Et d'abord j'obferverai que tou-

tes leurs difficultés peuvent fe réduire à ces deux Problêmes feule-

ment que je vais propofer fur un efpace décrit par un mouvement
local retardé ou accéléré d'une façon quelconque.

LVL i. La longueur de F Efpace décrit étant continuellement don-

née , trouver la vite(Je du Mouvement à un tems donné quekonque.

LVII. 2. La vite(fe du Mouvement étant continuellement don-

née y trouver la longueur de /' Efpace décrit h un tems donné rud~

conque

LVIIL Ainfidans l'Equation xx ~y , fi y repréfente h Ion-
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gueur de l'Efpace décrit à un tems quelconque , lequel tems un au -

tre Efpace x en augmentant d'une vitefle uniforme .v méfure ôcre-

préfente comme décrit , alors 2xx repréfentera la vitefle avec la-

quelle dans le même mitant l'Efpace y viendra à être décrit g?» vice

verfa\ ôc c'eft de-là que j'ai dans ce qui fuit conlideré les Quantités

comme produites par une augmentation continuelle à la manière de

. l'Efpace que décrit un corps en mouvement.
LIX. Mais comme nous n'avons pas befoin de confiderer ici le

tems autrement que comme exprimé ôc méfuré par un mouvement
local uniforme, & qu'outre cela nous ne pouvons jamais compa-
rer enfemble que des Quantités de même genre , non-plus que leurs

vitefles d'accroiflement ôc de diminution ; je n'aurai dans ce qui

fuit aucun égard au tems conlideré proprement comme tel ; mais

je fuppoferai que l'une des Quantités propofées de même genr-e doit

augmenter par une Fluxion uniforme, à laquelle Quantité je rappor-

terai tout le refte comme fi c'étoit au tems ; donc par Analogie

cette quantité peut avec raifon recevoir le nom de tems ; ainfi quand
dans la fuite pour donner des idées plus claires Ôc plus diltin&es, je

me fervirai du mot Tems, je n'entends jamais le tems proprement
pris comme tel , mais feulement une autre Quantité par l'augmen-
tation ou Fluxion de laquelle le tems peut être expprimé & méfuré.

L X. J'appellerai Quantités Fluentes , ou Amplement Fluentes ces

Quantités que je confidete comme augmentées graduellement &
indéfiniment, je les repréfenterai par les dernières Lettres de l'Al-

phabet v
}
.v, y ôc 2^ pour les diftinguer des autres quantités qui dans

les Equations font confîderées comme connues ôc déterminées qu'on

repréfente par les Lettres initiales a, b, c, ôcc. ôc je repréfenterai par les

mêmes dernières Lettres furmontées d'un point v, x ,y Ôc 2^ les vitef-

fes dont les Fluentes font augmentées par le mouvement qui les

produit, & que par conféquent on peut appeiler Fluxions. Ainfi

pour la Vitefle ou Fluxion de v je mettrai v , ôc pour les vitefles

de x, y, 2^ je mettrai x, y , ^ refpectivement.

LXI. Ces chofes étant ainfi prépofées, je vais entrer en matière

ôc donner d'abord la folution des deux Problèmes que je viens de

propofer.
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PROBLEME I.

Etant donnée la Relation des .Quantités Fluentes , trouver

la Relation de leurs Fluxions.

SOLUTION.
I. Is posez l'Equation par laquelle la Relation donnée eft

exprimée fuivant les Dimenlions de l'une de fes Quantités

Flueutes x par exemple, ôc multipliez fes Termes par une Pro_

greflîon Arithmétique quelconque, ôc enfuite pari, faites cette Opé-

ration féparément pour chacune des Quantités Fluentes ; après quoi

égalez à zero la Comme de tous les produits , ôc vous aurez l'E-

quation cherchée.

IL Exemple I. Si la Relation des Quantités Fluentes x &cy

e ft x i—.ax x -\-axy — yî =o , difpofez d'abord les Termes fuivant

x , ôc enfuite fuivant y , ôc multipliez-les comme vous voyez.

Multipliez *5

par é .
1 X

— ax- •+• axy -

X X

-yt

o

-y]
û
y

—ax*
-+-axy + X 5

: i . o
y

Vous aurez j,xx l — 2axx -+• axy * — syf -+-ayx *

la fomme des produits eft 3Xtf*— laxx •+• axy— ^yy"- + ayx, qui

étant égalée à zero, donne la Relation des Fluxions x ôc y; car fi

vous donnez à volonté une valeur à .v, l'Equation xi— ax z -+-axy

— yi = o , donnera la valeur de y ; ce qui étant déterminé ,

l'on aura x:yr.$yx — ax : ?x* — iax h- ay.

III. Exemple IL Si la Relation des Quantités x,y&c ^, eft

exprimée par l'Equation 2y3 -+-x^— 2cy^-+.$y^ — ^5 =o

Multipliez 2/5 -+- xx xy—z$

ic\
3V

pat
JL.

Vous aurez 4#y* +
+ *r~

yx 1 -4-2)/5

— 2cy^
+ 3J"Ç
—zi

IX

X
. O ,

ixxy *

—*?-+- ly^rr.2 cyzjrx*y

1±
2.

a*.— . .* . O.

—3^c-h6^—u~\y*>
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donc la Relation des Fluxions .v, y & 4. eft 4-yy- "+"—-+. Xxxy

— -Va
1 +" 6*&f

— 1Cky == o.

IV. Mais comme il y a trois Quantite's Fluentes x,y & ~, }{

faut une autre Equation pour que la Relation entr'elles ôc entre leurs

jons, puifle être entièrement déterminée; comme ïi l'on fup-

pofe que x-^-y—^=o, l'on trouvera par cette Règle une autre

Relation x -h y—^=0 entre leurs Fluxions. En les comparant avec
les Equations précédentes , ôc chaffant l'une des trois Quantités , ôc

auflî l'une des Fluxions , vous aurez une Equation qui déterminera

entièrement la Relation de tout le refte.

V. Lorfque dans l'Equation propofée , il fe trouve des Fra&ions
complexes, ou des Quantités fourdes, je mets pour chacune autant

de Lettres , & les traitant comme des Fluentes
,
j'opère comme au-

paravant , après quoi je fupprime ces Lettres comme vous le voyez.
VI. Exemple III. Si la Relation des Quantités x ôc y eft

donnée par yy— aa— xv #a— xx= opour x* aa— xx j'écris ^,
ôc j'ai les deux Equations /y — aa — Zj= o , ôc a-x-— x* — z^

= 0, dont la premiere donnera iyy— zj= o pour la Relation des

Viteffes ou Fluxions/ ôc ^, 6c la féconde %al'xx — 4'v.vj i%z

= o , ou l:
Yy~ 1A *

l= ^ pour la Relation des Viteffes x ôc ^ , ôc

çhâflantZpa aura 2yy+- ***+ ^!= o dans laquelle Equation remet-

tant aV a.i— xv, au lieu de 2^, il vient \yy
~

,
* + '— — pour

la Relation cherchée entre x ôc /•
by ''

V 1 1. E x E M P L E 1 1 1. Si xi— ay±-\- £&-*x v'ay -£ **— o ex-

by' .-

prime la Relation qui eft entre x ôc/ ; je fais 7^= <0 ôc xx^ay-t-xx

= v, ôc j'ai les trois Equations x 3— #yi -+- ^—f=o, az^-+-yz

—£yj = o, ôc ax*y-*-x 6— vv=
; ] a premiere donne {xx%

—iayy -+- *— v= o
,
h féconde donne axj^r zjy -+- y 7^— ^byy^-

= o, ôc la troifiéme 4-rxxy+ 6xxs -\-ayx4— îvv— o pour les

Relations des Viteffes * » y , v ôc jj, Je fubftitue dans la premiere

Equation les valeurs 3*>y»-n ^4*^+ 'W^* A***,*', trouvées
a-\~y itj

par la féconde ôc la troifiéme Equation, ôc j'ai 3**1—- 2.1yy
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^v-te*.^^ & reftituant au lieu de ^&
*y

z/ leurs valeurs^ & xx^ay-*

J

J

aa +iiiy+yy

lation des Viteflfes at & /

4axxy •

xx j'aurai l'Equation cherchée 3 xx-

• 6xx'' — ayxx •
1 r>—

-

—-

—

~~- = o qui exprime la Re-
2V ay 4- xx

VIII. Je crois qu'après cela il eft aifé de voir clairement com-
ment on doit opérer dans les autres cas , comme quand il fe trou-

ve dans l'Equation propofée des Dénominateurs fourds des Radicaux

fous d'autres Radicaux, comme y/ ax -H ^aa-— xx ou d'autres

Termes compliqués de même genre.

IX. De plus, quoiqu'il fe trouve dans l'Equation propofée des

Quantités qui ne peuvent être déterminées ou exprimées par aucu-

ne Méthode Géométrique , comme par exemple des Aires ou des

Longueurs de Courbes : cependant on ne laifTera pas que de trou-

ver les Relations de leurs Fluxions, comme il paroîtra par l'Exem-

ple fuivant.

Préparation pour l'Exemple V.

X. Je fuppofe que BD foit une Ordonnée élevée à Angles droits

fur AB, & que ADHfoit un Courbe quelcon-

que déterminée par la Relation de AB à BD
exprimée par une Equation. Appelions x la Li-

gne AB, ôc ^l'Aire de la Courbe ADB multi-

pliée par l'unité. Enfuite élevons la Perpendi-

culaire AC égale à l'unité, ôc par le point C
tirons CE paralelle à AB, & qui rencontre BD
enE;enfin concevons que ces deux Surlaces ADB
& ACEB font produites par le mouvement de la Ligne droite

BED, il eft évident que leurs Fluxions ( c'eft-à-dire les Fluxions
des Quantités i x \ , ôc i xx ,

ou des Quantités ^ ôc x ) font entre

elles comme les Lignes BD , BE , qui les ont produites. Ainfi ç
: x : : BD : EE — i , donc xj= x BD.
XL ^ Peut donc fe trouver dans une Equation quelconque 3 qui

exprime la Relation entre x ôc une autre Quantité Fluente quel-

conque y , ôc cependant on ne laiffera pas de trouver la Relation
des Fluxions x tky.

XII, Ex.
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XII. Exemple V. Comme ii l'on avoit l'Equation jrj^ -4- ax\

— y4= o pour expreiïlon de la Relation entre x &cy , ôc en même
temsv/^x—xx=BD pour l'expreffion de la Courbe, qui par

conféquent efl: un Cercle. L'équation z^-+-axz^—yi= ç> donnera

a^-f- azx -+- axz^— 4yyi= o pour la Relation des Viteffes x,y ôc ^
ôc comme ^= x x BD ou= xvax— xx, fubftituez cette valeur

en fa place, ôc vous aurez l'Equation 1x2^ -4- axx Vax— xx~^~ axç

fyyi =0, qui détermine la Relation des Viteffes x ôc y.

lyèmonfiration de la Solution.

XIII. Les momens des Quantités Fluentes ( c'eft- à -dire leurs

parties indéfiniment petites, par l'accelTion defquelles , dans des par-

ties indéfiniment petites de tems , elles font continuellement aug-

mentées) font comme les Viteffes de leur Flux ou Accroiffemenr.

XIV. Si donc le produit de la Viteffe x par une Quantité indé-

finiment petite , c'eft-à-dire, fi xo repréfente le moment d'une

Quantité quelconque x , les moments des autres v
, y, ^feront

repréfentés par vo ,yo , jç» , parce que vo
,
yo , xo ,

%o font chacuns

comme u , y y x , z^

XV. Puis donc que les moments comme xo , y? font les ac-

ceflions ou augmentations indéfiniment petites des Quantités Fluen-

tes x ôc y pendant les indéfiniment petits intervales de tems, il fuit

que ces Quantités x &£y après un intervalle indéfiniment petit de

tems, deviennent x+» & y-+-yo , & par conféquent l'Equation

quientotit tems exprime également la Relation des Quantités Fluea-

tes, exprimera la Relation entre x-\- xo ôc y -+- yo tout aufli- bien

qu'entre x ôc y j ainli on peut fubftituer dans la même Equation

x -+- xo ôc y +• yo , au lieu de x ôc y.

X V L Soit donc l'Equation donnée quelconque x> — ax z -+- axy

—y} =0 je fubftitue x -\-xo pour x, tky -+~yo poury, ôcj'ai

X? -4_3X0.V r -4- ^x 1oox -+• xioi

axz — zaxox — ax xoo 1

axy -+- axoy -\-uyox -+• axyoo (

>=o

yi — }yoy* — lyt-ooy —yïol

D
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XVII. Maintenant j'ai par la fuppolîtion xî— ax 1 -+- axy — j î

= o, j'efface donc ces Termes dans l'Equation précédente, fie

ayant divifé par o tousles Termes qui reftent, j'aurai xxx*— 2axx
. • • • • .

-\-axy— 3^yi-+-3A.- 2
(?.v — axiQ +- ayx — 3y* y -\- x io l -+- axyo

— pol = o. Mais comme o a dû être fuppofé infiniment petit ,

pour pouvoir repréfenter les momens des Quantités , les Termes
qu'il multiplie font nuls en comparaison des autres , je les rejette

donc , ôc il me refte ^xx 1 — îaxx -4- axy-i-ayx— iyyi= o , com-
me ci-deffus dans l'Exemple premier.

XVIII. On peut obferver ici que les Termes qui ne font pas mul-
tipliés par o s'évanoùiffent toujours , comme auflî ceux qui fonr mul-

tipliés par o élevé à plus d'une Dimenlion , ôc que le refte "des Ter-
mes étant divifé par o acquiert la forme qu'il doit avoir par la régie

preferite ; ôc c'eft ce qu'il ralloit prouver.

XIX. De ceci bien entendu fuivent aifément les autres chofes

comprifes dans la régie , que dans l'Equation propofée il peut fe trou-

ver plufieurs Quantités Fluentes ôc que les Termes peuvent être

multipliés non feulement par le Nombre des Dimenlions des Quan-
tités Fluentes , mais aufli par d'autres Progrefïions Arithmétiques

quelconques ; enforte cependant que dans l'Opération il y ait la même
difference , 6c que la Progreffion foit difpofée felon le même ordre

des Dimenlions. Ces chofes étant admifes , le refte qui eft compris

dans les Exemples 3 , ^ &£ $ > fera affez clair.

PROBLEME II.

Etant donnée la Relation des Fluxions , trouver celle des Quantités

Fluentes.

SOLUTION PARTICULIERE.

I.
/*"^ Omme ce Problême eft l'inverfe du précédent, on peut le

\^j réfoudre en Procédant d'une façon contraire , c'eft-à-dire ,

il faudra difpofer fuivant les Dimenlions de x les Termes multipliés

par x , enfuite les divifer par ^-fic enfin par le Nombre de leur Di-

menfions , ou peut-être par quelqu'autre Progreffion Arithmétique.

On répétera la même Opération pour les Termes multipliés par

v,you{, fie l'on égalera toute la fomme à zeto en rejettant les

Termes Superflus.
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II. Exemple. Soit l'Equation propofée ^xrx 1 — 2.zx.v -+. ^xy

^_ ^.m, 2 _^_ ^x= o. faites l'Opération comme vous voyez.

Divifés jxx 1— taxx -4- axy Divifés —
îyy

1 * -+• ayx

par -i

LeQuor. efl:3x3— zax 1 -f- ayx

Divifés par 3.2. 1 .

Quotient xi — ax z •+- ayx

la fomme eft xi — ax- -+- axy — y"> qui égalée à zero donne la

Relation des Quantités Fluentes x àcy. On peut obferver que quoi-

que le Terme axy fe trouve deux fois
, je ne le mets qu'une fois

dans la Somme xi — ax 1 -f- axy — y} = o , &c que j'en rejette

un comme fuperflu , & en effet toutes les fois qu'un Terme fe trou-

ve deux fois ou même plus de deux fois , ce qui peut arriver lors-

qu'il y a plus de deux Quantités Fluentes , il ne faudra l'écrire qu'une
fois dans la Somme des Termes.

III. Il y a d'autres Circonftances à obferver , que je laifle à la

Sagacité de l'Artiftc ; d'autant plus qu'il feroit inutile de s'arrêter

trop long-tems fur cet article
, pa-rce que le Problême ne peut pas

toujours être réfolu par cet Artifice. J'ajouterai feulement que quand
cette Méthode nous donne la Relation des Fluentes , il faut par
le Prob. I. en chercher les Fluxions , & quand elles fe retrouveuc
les mêmes , l'Opération eft bonne , mais fans cela non ; ainfi dans
l'Exemple propofé après avoir trouvé xi — ax x •+• axy— yi = ,

ie cherche par le Prob. I. la Relation des Fluxions x & y & j'arri-

ve à l'Equation propofée %xx z— zaxx -4- axy — $yy- -f- ayx= o.

Ce qui ne prouve que l'Equation x5 — ax 2
- •+- axy—yi =0 a été

bien trouvée. Mais fi l'Equation propofée étoit xx— xy-+-ay= o
on auroit par cette Méthode \xl — xy -+-ay= o

, pour la Relation
de x & y ; ce qui ne feroit pas jufte

,
puifque par le Prob. I. cette

Equation donneroit xx— xy —yx •+• ay= o différente de la pre-

miere.

IV. Après ceci que je n'ai mis que par préambule
,
je viens à la

Solution générale.

D
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Preparation pour la Solution générale,

V. Il faut d'abord obferver que dans l'Equation propofée les Sym-
boles qui repréfentent les Fluxions , doivent monter dans chaque

Terme au même nombre de Dimenlions
,
parce que les Fluxions

font des Quantités d'un genre different de celui des Quantités dont

elles font Fluxions. Lorfque dans une Equation il en arrive autre-

ment , on doit y entendre une autre Fluxion prife pour l'unité
}
&

il faut multiplier par cette Fluxion les Termes les plus bas autant de

fois qu'il le faudra pour que les Symboles des Fluxions foient éle-

vez dans tous les Termes au même nombre de Dimenlions. Com-

me (I l'Equation propofée étoit x -+- xyx — axx = o , il faudroit

entendre que la Fluxion ^ d'une troifiéme Quantité Fluente ^a été

prife pour l'unité & multiplier le premier Terme x une fois par cette

même Fluxion ^, 6c le dernier Terme axx deux fois, afin que dans

ces deux Termes les Fluxions foient élevées au même nombre de

Dimenfions que le fécond Terme xyx , comme fi l'Equation pro-

pofée eut été tirée de celle-ci xz^-+-xyx — az&xx = o , en faifant

^= r. De même dans l'Equation yx = yy , il faut imaginer que

l'unité x multiplie le Terme yy.

VI. Les Equations dans lefquelles il ne fe trouve que deux Quan-
tités Fluentes toutes deux élevées dans tous les Termes au même
nombre de Dimenfions

,
peuvent toujours fe réduire à une forme

telle que le rapport des FluxionSjC'eft-à-dire, T ^- ou, t- ou, ^, ôcc.J
y x x

fe trouve toujours d'un côté , ôc de l'autre coté la valeur de ce rap-

port exprimée en Termes fimples 6c purement Algébriques , par

Exemple -r- =* z -+• zx —• y. quand donc la Solution particulière

ci-deffus n'a pas lieu , il faudra amener les Equations à cette forme.

VIL Et lorfque dans la Valeur de ce Rapport il fe trouve quel-

que Terme compofé ou Radical , ou bien lorfque le Raport lui-

même fe trouve être la Racine d'une Equation affectée , il faut faite

la Réduction au moyen de la Divilion ou de l'Extraction de Racines
,

ou de la Refolution de l'Equation affectée comme on l'a vu ci-

devant.
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VIII. Ainfi PEquaticm propofée ya— yx — xa •+» x'x xy=o
y

'

donne d'abord par la Réduction — = 1 -4- â_»r, our= ~_~,
„

Et fi dans cette premiere Equation je réduits le Terme compofé

^37 > à une fuite infinie de Termes (impies — "+- ~t -+* —y •+ *7 g^

en divifant le Numérateur y par le Dénominateur a— x
, j'aurai ~

X
y x y x * y x y= i -f- - +• —, •+- -jr -4- -5. &c. au moyen de laquelle Equation

l'on déterminera la Relation de x ôc y.

IX. Et de même Ci l'Equation donnée eft yy s= xy -f- .vxat*
je la

réduits d'abord à ^ = — •+• xx ôc enfuite à -?-=-; H- V î^j^T
-

:

( en faifant x= 1 ôc tirant la Racine quarrée de l'Equation affectée

yy =*y -+ xx
, )

puis je tire la Racine quarrée des Termes j -^ xx qui
me donne la fuite infinie \ -f- x 1 — x4 -f- 2x6— 5*8 -t^ i^io que

je fubftituë au lieu de V 1 .+. xx
s
& j'ai -^= 1 -4- x* — x4 -^ 2a; «î

— 5*s
> &c - ou = —

- x % + * 4 — ** 6 H- ;x 8
, &c. felon que

V \ -f- xx eft ajouté ou fouftrait à t.

X. De même encore Ci l'on propofe l'Equation y s -f. ^^y , t .

rfiX ly — X5x5 — 2^3.v3 = o , ou \ ~*~ • ~r~
"r" — *3— 2^3=0

^ ' X' x* x

je tire comme je l'ai fait ci-devant la Racine Cubique de cette Equa-

don affectée ôc j'ai l = a _ - H-£ -*-^ I -H -ggj ôcc.

XL On peut obferver que je ne regarde comme compofés que
les feuls Termes qui font en effet compofés à l'égard des Quantités
Fluentes ; & que je regarde comme des Quantités fimples , ceux
qui ne font compofés qu'à l'égard des Quantités données : car ceux-
ci peuvent toujours être réduits à des Quantités fimples , en les

fuppofant égaux à d'autres Quantités données. Je conlldere donc

les Quantités ^±1* , j£_ ,
hcc

, «J*. > vrâx+Jx~, ôcc. comme*"
c a+b ax+bx ax*+bx l

des Quantités fimples
, parce qu'elles peuvent être réduites à des

Quantités fimples ~ > i ,
be
l , A

4
V~x~ ( ou e\x\ ) Ôcc. en fuppofant

*• ç . r .ex tx* * r r

a -H b =. e.
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XII. De plus , pour mieux diftinguer les Quantités Fluentes

les unes des autres , on peut avec affez de raifon donner à la Flu-

xion qui eft au Numérateur du Raport , ou à 1'Antecedent de ce

Raport le nom de Quantité Relative , ôc à celle qui eft au Deno«
minateur 6c à laquelle on compare la premiere le nom de Correla-

tive ; Ôc on peut aufll diftinguer les Fluentes refpectivement par ces

mêmes Noms , même pour mieux entendre ce qui fuit, il faut con-

cevoir que la Quantité Correlative eft le Temps ou plutôt une

Quantité quelconque qui fluë ou coule uniformément , ôc qui me-

fure ôc exprime le Temps. Et que la Quantité Relative eft l'Efpace

que décrit dams ce Temps un Corps ou un Point qui fe meut d'un

mouvement accéléré ou retardé d'une façon quelconque : enfin que

l'Efprit du Problême eft de déterminer par la Vitefle donnée à cha-

que inftant l'Efpace parcouru pendant le Temps tout entier.

XIII. Mais à l'égard de ce Problême nous pouvons diftinguer les

Equations en trois Claifes.

XIV. La premiere des Equations où il ne fe trouve que les deux

Fluxions ôc l'une des Fluentes.

XV. La féconde ou il fe trouve les deux Fluxions ôc les deux

Fluentes.

XVI. La troifiéme ou il fe trouve des Fluxions de plus de deux

Quantités.

XVII. Ceci étant prépofé ,
je vais chercher la Solution de ce Pro-

blême dans les trois Cas.

Solution du -premier Cas.

XVIII. Prenons pour la Quantité Correlative la Fluente de l'E-

quation , ôc mettons d'un côté de l'Equation le Raport de la Flu-

xion de l'autre Quantité à la Fluxion de celle-ci ôc de l'autre côti

de l'Equation la Valeur de ce Raport en Termes fimples ; enfuit;

multiplions la Valeur du Raport de ces Fluxions par la Quantité

Correlative , ôc divifons chacun de fes Termes par le nombre des

Dimenfions de la Quantité ; le réfultat de cette Opération fera la

Valeur de l'autre Quantité Fluente.

XIX. Par Exemple dans l'Equation propofée yy= xy-A- xxxx ;

je prends x peur la Quantité Correlative 3 ôc en réduifant l'Equa-

tion .j'ai -r- ss i -4- x 1 — A-4 -f- %rS , ôcc. je multiplie par x cette
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,

Valeur de — & j'ai x -f- xi — *5 -+- 2.V"7

, ôcc, qui étant divifés cha-

cun par le nombre de leur Di mentions donnent x -f- -x> — -xf -f-

f*7 , ôcc. que j'égale à y. Ainli l'Equation y = x -h -,vî — I#j
_f.

'\-7
, ôcc. déterminera la Relation de x ôc y ,

que l'on demandoit.

XX. Soit l'Equation 4 = *— > .+. £* -+. £JI5
3

ôcc. l'on aura v

* 2 _*' i;i*4
1 t> 1 • 1= ^A' — T "+" 191a

"1~ io+8a* &c - Pour ia Relation de x ôc /.

XXI. L'Equation 4 = ^r r- jp
+• ~ — *è + ** > &<>• donne

I

^ = -
: «» -f- .v -f- 2**î— j.** -f. ;_.vf

, ôcc. car en multipliant

par x la Valeur de 4- elle devient 1 _L _j_ ^X r— #f -+..**. ôcc.

ou^ : — * ' + axi — xi -+- xi , ècc. qui étant divifé par le nom-
bre des Dimenlîons , donnera la Valeur que nous venons de trouver
pour/. ^

XXII. De la même facou l'Equation t- == ~~ -l. i?l -l.

Vby-^cy
y donne *=-^ + 7+4 + 3 V^J+ f;i. Car laVa-

leur de — multipliée par/
,
produit ^~ "+" 7+3 "+" ^ h 1 +- O'

5

ou ibHaljT* -+- jqH /' -4- • * -+- t
- x/* J fie de là on aura la Va-

leur de x en divifant par le nombre des Dimenfions de chaque

Terme.
y y &b

XXIII. Et de même — = 23, donne/= j& Et — = ^r
}

1<r
. v " " »_ a

donner = T^~i. Mais l'Equation — = — domine/ =~. Car 7

multiplié par x produit a ,
qui étant divifé par le nombre des Di-

menfions qui eft o , donne Ji pour la Valeur de/ , ce qui eft une
o

Quantité infinie.

XXIV. Toutes les fois qu'il fe rencontrera dans la Valeur de t-
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un Ternie dont le Dénominateur renfermera la Quantité Correla-

tive d'une feule Dimenfion , il faudra au lieu de la Quantité Cor-

relative fubftituer la Somme ou la Difference de cette Quantité &
de quelqu'autre Quantité donnée ou prife à volonté ; car cela ne

changera rien au Raport des Fluxions , ôc la Quantité Relative Fluen-

te fera feulement diminuée d'une portion infinie , elle deviendra

donc finie quoique non exprimable autrement que par un nombre

infini de Termes.

XXV. Si donc dans l'Equation propofée £- = — j'introduis la

Quantité I? prife à volonté en écrivant b -+- x 3 au lieu de x j'aurai

T- = pfx j 6c en Divifant ~- =1 — ^"-H bï — 75", Ôcc.6c par
X "

<« aX*
. "*' "X* A 1 T» 1 • 1

conféquent^ = y— ^ +- -p
.

— —+ &c. pour la Relation de x

XXVI. Et fi l'on propofe l'Equation j? = ~ -+• 3 .— xx ; àcau-

fe du Terme —
, je mettrai i+xau lieu de x , & j'aurai 4~ =

X

^* -+-2 — 2x — xx. Et réduifant le Terme -4— en fuite infi-
1 4- x « + *

nie +- 2 — îx •+• 2X 2
- — 2x3 -+• ix4 , &c. j'aurai 4- =4— 4*

X

.4. x i ix5 -f- 2X+ , 6cc. Et par conféquent ^ = %x — zx 1 -+-

j xi iX4 -f- ixï
,
pour la Relation de x 6c y.

XXVII. Et de même dans l'Equation 4- = x~r -{- x~' — xi

ou le Terme x ' ou _L fe trouve
, je change x en 1 — x , & non

X

pas 1 -4- x ; ( car dans l'Equation x pofitif eft plus petit que l'uni-

té.) Et j'ai - = w .
•+ db — V'i — x. Mais le Terme

' X V I — X

—L- produit 1 -+- x -+- x 1 -4- x? , ôcc. & le Terme V 1 — x eft

1 — * t

1

égal à i — \x— \x* — Ux\ , 6cc. 6c par conféquent ~f^ =
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L— ou par la Diviiion= 1 -+- {x -+• $x* , &c. Donc en

I
-— rX J* 1 Sx. '

fubftituant toutes ces Valeurs j'aurai y- = 1 -H 2* -+- tx* -h'~X '

ôcc. Et par la Règle preferite y = x -+- ** -i-_ix3 -+- |J^jt^ ôcc. Et
aïnii des autres.

XXVIII. Cette Tranfmutation de la Quantité Fluente peut
dans d'autres Cas quelquefois réduire l'Equation à une meilleure

• »

forme , comme fi on propofoit -r- == c > — }t zx-\-)<.±- — \->
, au lieu

de .* j'écrirois c— x, ôc j'aurois — = c'~ <r "!r ou= ^ ^ ce qui

donne / = —~ Hh— . Mais on fentira mieux encore l'ufage de

ces Tranfmutation dans la fuite.

Solution du fécond Cas*

XXIX. Preparation. L orfque les deux Fluentes fe trou-

vent dans l'Equation , il faut d'abord la réduire à la forme preferite

en égalant le Raport des Fluxions à unefomme de Termes (impies.

XXX. Et outre cela , fi dans l'Equation ainfi réduite il fe trouve

quelques Termes divifés par la Quantité Fluente , il faut changer
cette Quantité Fluente comme nous l'avons fait.

• • •

XXXI. Ainfi l'Equation yux — xxy — aax = o étant propo-

fé, ou t- = — -+- — . à caufe du Terme ~ , je prends b à volon-

te , & au lieu de x j'écris b -\~ x , ou b — x , ou x — b. En écri-

vant b +- x , j'ai 4- sas — -f-jx^, ôc convertiflant r^ en fuite in-

., . y y a av ax- ax*
finie ) j

ai r=T~H T"~èr
"4" _p- -""?f' &:c -

* I

XXXII. Et de même Ci on propofoit l'Equation 4- = 3y

2.x -+- — '— ~ je mettroispour^ôcpourx, 1—y, ôc 1 — xà caufe

«les Termes — ôc ~ , ce qui me donneroit ~ == 1 — y -*- zx •+•
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.+. j<3 _ xy3 , ôcc. Et
_^

y

~.l x»
=: 2J"— 2 -H 4-vy— 4* -4- 6x*/

— g^i .4. Sxîy —• 8*3 -+- io.v4)/ -— io.v4 , etc. Donc -r-=— xx
s x

•+• 3-*y -t"^ 1 — ^y 1 "H^ } — x>' 5
> ôcc- •+• 6**y —~ &xX -+• 8xîy

i— 8x5 -H I0.V'4y — IOX+ , ÔCC.

XXXIII. Règle. Vous préparerez ainfi votre Equation lorf-

que cela fera néceffaire , & vous en difpoferez les Termes felon

les Dimenlîons des Quantités Fluentes , en mettant d'abord ceux

qui ne font pas affectés de la Quantité Relative ; puis ceux qui font

affectés par les plus petites Dimenlîons & ainfï de fuite. Et de la

même façon vous difpoferez aufli les Termes dans chacune de ces

Claffes , fuivant les Dimenlîons de la Quantité Correlative, & vous

écrirez de fuite de gauche à droite les Termes de la premiere Claf-

fe , c'eft-à-dire , ceux qui ne font point affe&és de la Quantité Re-

lative , ôc vous mettrez le refte dans une Colomne à main gauche

en forme de Série defcendante comme vous le voyez dans la Figure.

Après cette premiere Opération vous multiplierez le premier ou
le plus bas des Termes de la premiere Clafle par la Quantité Cor-

relative , ôc vous diviferez le produit par le nombre des Dimen-
lîons , ce que vous écrirez au Quotient pour le premier Terme de

la Valeur de la Quantité Relative. Puis fubftituant au lieu de la

Quantité Relative cette Valeur dans les Termes de la Colomne à

main gauche , vous procéderez de la même façon pour tirer des

plus bas Termes fuivants un fécond Terme pour le Quotient. Et
en répétant ainfi l'Opération , vous continuerez le Quotient jufqu'au

nombre de Termes que vous fouhaiterez ; tout ceci s'éclaircira par

un Exemple ou deux.

XXXIV. Exemple. Soit propofée l'Equation— =i— 3*

.4. y .+. x- -+- xy ,
j'écris de fuite ôc de gauche à droite dans une

ligne au-defius les Termes 1 =— 3X «4- x%
, qui ne font pas arfe&és

de la Quantité Relative y \ ôc j'écris le refte y ôc xy dans une Co-

lomne à main gauche. Et d'abord je multiplie le premier Terme
i par la Quantité Correlative* , ôc divifant le produit \x ou x par

le nombre 1 des Dimenfions ,
j'écris f ou Amplement x dans le

Quotient au-deffous ; puis au lieu de y fubftituant cette Valeur dans
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-+-y

-\-xy

Somme

/=

î 3* xx

*."*-* X*-±. f.tf '-.V4 -+- i-xf
, ÔCC.

* »-*-**

—

* 3 + r*
4— &f -t- ^* ff

, &c.

I— i.v-t-xx— fx?-+- lx+— 4

j:x1 , &C.

x—xxH-fx5— §x« -h f-Xf i-x*, ôcc.

les Termes -H / & -4- xy de la Colomne à main gauche
, j'ai -f~

x ôc -+- -xr.v ,
que j'écris vis-à-vis ôc à main droite: enfuiteje prends

dans ce qui refte les Ternies les plus bas — 3* 6c -+- x , dont la

Somme — ZX multipliés par x devient — 2xx
, qui divifé par le

nombre 2 des Dimensions donne — xx pour le fécond Terme de
la Valeur de y dans le Quotient. Prenant donc ce Terme Ôc le fub-
ftituant au lieu dey , j'ai — xx ôc — xî qu'il faut ajouter refpeai-
vement aux Termes -+- x ôc +• xx 3 écris vis-à-vis de^ ôc yx. Je
prends de même les plus bas Termes -*- xx — xx -H xx , de la

Somme xx defquels ôcc. je tire le troisième Terme H- \xi , de la

Valeur de y , ôc après l'avoir fubftitué ôcc. je tire des plus bas Ter-
mes rx3 ôc — xi

; le quatrième Terme — jx4. Ce que l'on peut
continuer audi long-tems qu'on le jugera à propos.
XXXV, Exemple II. De même fi vous vouliez détermi-

ner la Relation de a; ôc y dans l'Equation r=i4.-+-4-
~-h — , ôcc. dans laquelle je fuppofe cette fuite continuée à l'in-

fini ;
il faudroit écrire 1 au commencement ôc les autres Termes

dans la Colomne à main gauche ôc opérer enfuite comme vous
voyez.

Ei,
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•+- ï

4-1
a

-4-21
**

*
4- x

a

*

-t-
X*

'
3

la
x l

A-

X> X* v <

-H-» H—4 -h-, ,&c.
îfl la"* ia'

'

X» X+ A.' o

' 2a la* 2a»

-h~y * * * 4-^T -+-~4-f-— , , &C.
<2> ia la» -

a4
* * *

.

xl -4- i.' , &c.

• V5 * * *

ÔCC.

Somme ï -H
X

a
+- m 1 a' la4 a» *

/ = X -+-
X
7,

1.!
-+-

x''

la*
"*" «ï "+ £• + I? '

&C -

XXXVI. Comme je n'ai eu intention de tirer la Valeur de y
que jufqu'à la iixiéme Dimension de x

,
j'ai omis dans l'Opéra-

tion tous les Termes dont j'ai prévu l'inutilité dans mon deflein.

XXXVII. Exemple III. Je fuppofe qu'on ait l'Equation

~ = — j,ï+ 3.vy -4- f — xy 1 -H y*> — xyï +- y* — xy* , &c.

-4_ Cx ly — 6x z +• Zx^y — 8x5 h- \ox*y — iox+ , ôcc. dont on

veuille tirer la Valeur de y jufqu'à la Centième Dimenfion de x. Il

faut placer les Termes dans l'ordre que j'ai prefcrit , feulement on

obfervera de plus que dans la Colomne à gauche^ étant de plu-

lieurs Dimenfions fucceffives , il faut auffi l'écrire & lui fubftituer

des Valeurs comme on le voit ici.
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-+- 6x zy
H- 8x5^

-h lox*y

ÔCC

— xy 1

ôcc.

•±2>

>omme

3^ ÔX 1 8x3 IOX+ 12x5 lj.x 6
, ôcc.

9 7$ z 75
* * —•— x3— <5.v+ — — *f — Tïx6 > & c.

^ 9*4 I2XÏ— —X 6
, ôcc.

-— I 2XJ I 6"x tf
, ÔCC.

„ — i 5x6, &c.
*

*

*

*

*

*

*

.1x4 .+_ <fcrf H- ~V , &c.
4 8

* — Lxs — 5x 6
, ôcc.

4

27

* * — T* 6
, ôcc.

.
3 x— 6xi — ilx3__ £2x4— iL<Xf_.L£V, ôcc.
_^__^__ Z 4 8 s

y =

>>= —7*s ôcc.

III
5

fi7.

Il vient à la fmj = — —xl — 6xJ ^-x+, ôcc. pour l'Equation

cherchée
;
ôc comme cette Valeur eft négative , il faut en con-

clure que l'une des Quantités x ôc y diminue , tandis que l'autre

augmente. Cell la même chofe quand l'une des Fluxions eft poil-

tive ôc l'autre négative.

XXXVIII. Exemple IV. Lorfque la Quantité Relative

de l'Equation aura des Dimenfions rompues, vous ne laiflerez pas

que d'opérer de la même façon , comme pour tirer la Valeur de x

de cette Equation ,
— =s -y —. 4j/* •+- *yx\ —• fx l 4- jyl +- cyJi
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*

*

+ 4/1-4-7/ -4- 2/3

îyxi

— f*
1

*-+-^ 1
* —2/J-f-^ 2/4, &C.

* * * * * — 70/S àcc.

Somme -Ky *— 5^ -+ 77' * -4-4)^— tçT, &c.

,v
2= -4-fy --y*-\-2p /5 , ÔCC.

&c.

ou il fe trouve un Terme zfxh d'une Dimenfion rompue ; de x ; je

cherche d'abord la Valeur de x , & de cette Valeur en extraïant

la Racine quarrée
,

je tire la Valeur de xi ôc je la tranfporte aufll

par degrés dans la Colomne à main gauche , comme l'on peut voie

ci-deffus , & à la fin j'ai l'Equation x = {y
1 —yi -4- îyï -4-

fy£
—

^yf , &c. qui exprime indéfiniment la Valeur de x par raport à/.

Vous opérerez de même dans tous les autres cas femblables.-

iXX XIX. J'ai dit que ces Réfolutions d'Equations pouvoient

fe faire d'une infinité de manières différentes. En effet , fi vous pre-

nez non feulement le premier Terme de la fuite fupérieure ; mais

telle autre Quantité donnée que vous voudrez pour le premier Ter-

me du Quotient 6c que vous opériez comme ci-delfus , vous en

viendrez toujours à bout ; ainfi dans le premier des Exemples pré-

cédens fi vous prenez i pour le premier Terme de la Valeur de

y , &c qu'après l'avoir fubftitué au lieu de/ dans les Termes -+-y &
-4- xy de la Colomne à main gauche , vous fuiviez l'Opération il

viendra une autre Valeur de y qui fera i -4- 2x +• xi -+- -x* ,&.c.

4- I — SX -4- XX

•+•
y

4- xy

"+" I -4- 2X
„J

H- Xi -4- \X4 , &C.

2X1 * -4- X* , ÔCC,

Somme -+-2 „ -f. 3a: 1 -4- xi -+- \x*
t &c.

2X xi -+ ±x* + |x* , &c.
4 4 '
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Et de cette façon vous pourrez avoir d'autres Valeurs en prenant
z , ou 3 , ou un autre nombre quelconque pour le premier Terme.
Ou bien en vous fervant d'un Symbole quelconque comme a

, pour
repréfenter le premier Terme , vous trouverez y = a -+- x -+- ax—:

xx -+- axx -4- \xî h- taxi , ou fubftituant pour a les Nombres
1,2, o , \ , ou tout autre Nombre , vous pourrez avoir la Rela-
tion entre x &c y d'une infinité de façons différentes.

-4-1 — ix -4- xx

-hy

-4- xy

H- <* -•+• AT XX -H p*3 , &C
H- ^/.vr -4- rfx 1 -»- frfxî , &C.

^ -\- œx -+• x z —- x3 , ôcc.

-h ^x 1 -*- axi , ôcc.

Somme +• I 2X -4- X 1 — tXJ , &C.
+• rf -f- 2^x-t- iax l-+- \axî , ôcc.

y = <2 -4- x — X 1 -h -jXi — g«4
,

-H rfX -f- «ZX* -4- 7<*x3 -+- 77-^x4

ÔCC.

&c.

X L. Et vous obferverez dans le cas où la Quantité eft affectée

d'une Dimenfion rompue , comme dans l'Exemple 4. qu'il con-

vient alors de prendre l'unité ou quelque Nombre pour le premier

Terme , & même cela devient néceffaire quand pour avoir la Va-
leur de cette Dimenfion rompue l'on ne peut tirer autrement la

Racine , & cela à caufe du Signe négatif ; comme auffi lorfqu'il

n'y a aucun Terme qu'on puiffe mettre dans la premiere Clafle

au-deflus , pour en tirer le premier Terme du Quotient.

XLI. Ainli j'ai donc achevé ce Problême épineux ôc le plus

difficile de tous les Problêmes ; mais outre cette iMéthode générale

dans laquelle j'ai compris toutes les Difficultés , il y en a d'autres

particulières plus courtes ôc qui facilitent quelquefois l'Opération
;

Je Lecteur ne fera pas fâché d'en voir ici quelques eflais.

X LI I. 1. Si la Quantité fe trouve être d'une Dimenfion négati-

ve dans quelques Termes , il ne fera pas abfolument néceffaire

pour cela de réduire l'Equation à une autre forme. Par Exemple
,

je pourrois réduire à une autre forme l'Equation y = — —xx en
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fuppofant i + y au lieu de y ; mais il fera plus court d'ope'rer com-
me vous voyez.

1

. XX

r
1 X -f- tXX , ÔCC. -

y

Somme i — x H- \xx , ÔCC

y = l H- x — \xx -+- £x3
, ÔCC.

i

y
I — x -+- fv.v , ÔCC.

XL III. Je prends i pour le premier Terme de la Valeur de

y , je tire le refte des Termes comme ci - devant , ôc en même

temps j'en déduis par degrés ôc par la Divillon la Valeur de — ôc

je la fais entrer dans la Valeur du Terme qui eft dans la Colomne
à main gauche.

XLI V. 2. Il n'eft pas toujours néceffaire aufïï que les Dimen-

sions de l'autre Quantité Fluente foient toujours poiitives , car

de l'Equation/ = 3 «+- xy — -? , on tirera y s= %x -— \xx -+r

zxi , ôcc. fans la Réduction du Terme —

.

XLV. Et l'Equation y =— y -h-I L donnera/— — en-

en faifant l'Opération comme vous la voyez.

1 1

XX ^^ X

—y I

Somme l_

y= i

XLVI.
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XL VI. On peut obferver en paflant que dans le nombre infi-

ni de manières dont on peut reToudre cette Equation , il s'en trou-

ve fouvent qui déterminent en Termes finis la Valeur de la Quan-
tité , ôc cela en fe terminant tout d'un coup comme dans l'Exem-
ple précédent ; il n'eft pas même difficile de trouver ces laçons en
prenant quelque Symbole pour le premier Terme , 6c en lui don-
nant après la Solution quelque Valeur convenable qui puifie ren-

dre finie la fuite entière.

XL VIL 3. On peut encore aiïez facilement ôc fans aucune

Réduction du Terme L tirer la Valeur de y de l'Equation y »
2L -+- 1 — 2x 4- \xx. Et cela en fuppofant à la manière des Ana-
2.X

lyftes que ce qu'on cherche eft donné. Ainfi pour le premier Ter-
me de la Valeur dey je mets icx

,
prenant ic pour le Coefficient

numérique inconnu. Je fubftitue dans la Colomne à main gauche
icx au lieu de y , il vient e que j'écris à main droite ôc la Som-
me 1 -+- c donne x -+- cx ,

pour le même premier Terme de y que
j'avois d'abord reprefenté par lex ; je fais donc icx = x -+- ex ,

Ôc j'ai e = 1 , donc le premier Terme de la Valeur de y eft ix.

Je me fers de même d'un Terme fuppofé 2/x 1 pour repréfenter le

fécond Terme de la Valeur de y , ôc à la fin j'en tire —
f pour

la Valeur de/, ainfi le fécond Terme eft — \xx ; de même le

Coefficient fuppofé g dans le troiliéme Terme donnera }- ; ôc h dans

le quatrième Terme fera zero , ce qui marque qu'il n'y a plus d'au-

tres Termes
, que l'Opération fe termine là , ôc que par confé-

quent la Valeur de/ eft exactement 2x— fx l -+• ]xh Voyez ici

l'Opération.

E
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1 2X -4- tVX

y_ «r -H yx -f- gxx -4- bx>

Somme 4-1 — îx -f- fxjs

-\- e -+- fx -4- gx 1 -{- />x5

par Hypothefe y= 2.e.\-i- zfx l~t- 2<çx5 .4- zhx*

Il II II II

par Conféquentj= -4-x — x l -H \Xî -4» Lbx*

•4-n; -+- \fx
x -+ tgxS

Donc Valeur

réelle de j= i.v — fx 1 •+- fx*

XL VIII. De la même manière à peu près nous fuppoferons

*?
dans l'Equation y = — que^ eft égala *** ; e marque leCocfEcient

inconnu , & s le nombre de Dimenfions qui eft audi inconnu.
3 ex'

*

Subftituons «e* au lieu dey , nous aurons y = —;

—

ôcdela^=
à££. Comparons ces deux Valeurs dej^ , & nous trouverons 11 .=

<? , d'où s =
| , & ^ fera indéterminée ; l'on aura donc y = ex\ 3

& on pourra donner à e une Valeur à volonté.

XL IX. 4. On peut quelquefois commencer l'Opération parla

plus haute puiflance de la Quantité , en defcendant continuelle-

ment aux puiflances inférieures comme dans cette Equation y =
— -4- — -f- s -4- ix— — : car en difpofant les Termes d'une fa-

çon contraire ôc commençant par le plus haut Terme , on trouve

à la fin y = xx •+• 4x — — , ôcc. comme vous le voyez.
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Somme

2X i
—

1

i

XX

I

J5"

IX 4
i

XX

IX*

I

~ïxÂ

y= -4- 4* * — -L-4--L.
6x>

L. On a peut-être remarqué en faifant l'Opération que j'aurois

pu mettre entre les Termes 4..v ôc — L , telle Quantité donnée

que j'aurois voulu pour tenir lieu du Terme intermédiaire qui man-
que , ce qui peut donc produire une infinité de Valeurs différentes

pour y.

L I. 4. Si la Quantité Relative a des Dimenfions rompues , on
peut les réduire à des Dimenfions entières en la fuppofant égale à
une autre Quantité , ôc en fubftituant cette nouvelle Quantité &
fa Fluxion au lieu de la Quantité Relative ôc de fa Fluxion.

LU. Comme fi l'on propofoit l'Equation y = $xyi -t-y , ou

la Quantité Relative y eft élevée à l'Expofant rompu
f ; je fuppo-

ferois y
1

- = 2; , ou y = %} ; la Relation des Fluxions fera y =
3*3£ > ainfi en fubftituant j'aurai js^f = £xk? -t-iÇf , ou^=a-
-t- 72^ , dans laquelle Equation ^ tient lieu de la Quantité Relative

;

mais après avoir tiré la Valeur de 2;= \xx -H 7^ +• ~
6 -H rr^

,

&c. je reftituej'T au lieu de 2^, & j'ai^î = \x z -+• -Lxi -f- ~x4

+- -r-> r

, ôcc. ou en Cubant y = ^ -f- —xi -+- ^s
, &c.14

LUI. De même dans l'Equation y = V^y •+- Vxy , ou 'y =
iyi -+- xryf

; je fais 2;= iï , ou 2^=/ , & j'ai 2^2; =y , &
par conféquent 2^2;= 22^-+- at^, ou 2^= 1 -4- £vr. Donc 2;=
x -+• r*» = yi

, ou y = xx -+- f-xi •+• fXi. Si je voulois avoir

Fij
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la Valeur dey par un nombre infini de manières différentes, je fe

rois ^= c •+• x -h fxr ,
prenant un premier Terme quelconque

c , car alors sJX., ou y feroit = c 1 -+- 2cx -H fcxi •+- x z H- fxr -+.

^x3. Mais j'entre peut -être- ici dans un trop grand détail , ôc je

m'arrête trop long - tems à parler de chofes qui ne viendront que

rarement à être niifes en pratique.

Solution du iroificme Cas'.

L I V. Nous viendrons maintenant aifément à bout du troifiéme

Cas ; fçavoir , lorfque l'Equation renferme trois ou plus de trois

Fluxions de Quantités. Car fi la Relation de deux de ces Quanti-

tés n'eft pas déterminé par l'état de la Queflion , on peut à vo-

lonté leur fuppofer une Relation quelconque , ôc de là tirer le Ra-
port de leur Fluxions , ce qui donnera le moyen de faire évanouir

l'une de ces Quantités ôc fa Fluxion. S'il n'y a donc que les Flu-

xions de trois Quantités , il ne faudra fuppofer qu'une Equation ;

mais s'il y a quatre Fluxions il faudra deux Equations , ôc ainfi de

fuite afin qu'en tous les Cas l'Equation foit renfermée dans un au-

tre qui ne contienne que deux Fluxions , d'où vous tirerez tou,

jours le Raport des Quantités Fluentes par les Méthodes que nous

avons données ci-devant.

L V. Soit propofée l'Equation ix — ç_ -h yx = o ; qui con-

tient les Fluxions x , z^ , y des Quantités x , z^_ , y , dont on de-

mande les Raports. Je forme à volonté un Raport entre deux de

ces Quantités à mon choix , par exemple entre x ôc y en fuppofant

x = y } ou x = yy \ ou bien entre y ôc z^ en fuppofant 2y = a -+»

z^ y &c. Mais dans le Cas préfent je m'arrête au Raport x ==. yy ,

qui me donne x = lyy. Substituant donc zyy pour x , j aurai ^.yy

, ^-i- yy
1 = o , d'où l'on tire zyy -+- -y\ = z^, pour le Raport

de j^ôc àe y. Et en écrivant x pour yy , ôc x
%

- pour yl , on aura

xx «f, iX i = z\. Ainfi dans le nombre infini de manières de trou-

ver les Relations que peuvent avoir x , y ôc ^ , nous en avons

choifis une qui eft repréfentée par ces Equations x = yy , 2/
1 •+•

by\ = ^, ÔC 2X-HJXÏ = ^
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DêmonJIration.

V)

L V I. Le Problême eft donc réfolu , mais la De'monftration

refte 6c n'eft pas aife'e à trouver par la Synthefe ; la matière eft trop

compliquée Ôc trop varice pour qu'on doive fe fervir de cette Mé-
thode

,
qui au lieu d'éclaircir jetterait ici de l'obfcuriré ; ainfi l'on

fe contentera de l'atteindre par l'Analyfe en cherchant tout Am-
plement fi de l'Equation trouvée on peut revenir à l'Equation pro-

pofée , ce qui prouvera aflTez que la Méthode eft fûre.

L V I I. Si donc l'Equation propofée efty = x, l'Equation trou-

vée eftj/ = {x 1
; laquelle Equation par le Prob. ï. donne/ = xx

,

ce qui en fuppofant x= i , revient à notre Equation propofée

y = x. Et de même de l'Equation/ = i — 3 x -+-/-+• xx -i-

xy on tirej/ = x — x- + -x'-> — {x* -+- ~xS — ijx6 > ôcc. Et de

celle-ci par le Prob. r. on tire y = \ — zx +• x 1— \xi +•

1x4 — ff
xî , &c. Et l'on voit que ces deux Valeurs dey convien-

nent enfemble en fubftituant dans la premiere Valeur x — xx -+

\x> — \x* -H j-A-f
_, ôcc. au lieu de y.

L V 1 1 1. Dans la Réduction des Equations j'ai fait ufage d'une

Opération dont il eft à propos de donner la raifon. C'eftlaTranf-

mutation d'une Quantité Fluente en une autre Quantité compofée

d'une Quantité donnée , & de cette Quantité Fluente pour expli-

quer ceci foient AE 6c ae deux Lignes indéfiniment étendues des

deux côtés , fur lefquelles deux Points

fe meuvent 6c arrivent en même tems A ~B C l> ^
en A ôc * , B Ôc £ , Côcr, D ôc ~~^ ici
d , ôcc. Suppofons que B foit le Point —* '

i i î t—
par la diftance duquel fe mefure ôc

s'eftime le Mouvement du Point en AE, de forte que— BA } BC^
BD , BE , foient fuccefllvement les Quantités Fluentes

, quand le

Point qui fe meut fe trouve fuccefllvement en A , C , D , E. De
même fuppofons que b foit un pareil Point pris dans l'autre Ligne ;

alors — BA ôc — ba feront les Fluentes contemporaines , comme
aufli BC Ôcbc , BD ôc bd, BE ôc be. Mais fi au lieu des Points B
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& b , on prenoit les Points A 6c c , comme les Points de Repos
aufquels on dût rapporter les Mouvemens ; alors o & — ca , AB
ôc — ^ , AC ôc o , AD ôc a/, AE & « , feront les Fluentes con-

temporaines ; on voit donc que les Quantités Fluentes font chan-

gées par l'Addition 6c la Souftradion des Quantités données AB ôc

ac ; mais qu'elles ne font point changées eu égard à la Vitefife de

leur Mouvement , ôc par conféquent le Raport mutuel des Flu-

xions relie le même , car les Parties contemporaines AB ôc ab ,

BC ôc bc , CD ôc cd , DE & de , font de même longueur dans

les deux Cas : Ainfi dans les Equations on peut augmenter ou di-

minuer d'une Quantité donnée la grandeur abfolue des Quantités

Fluentes qu'elles contiennent fans changer le Raport de leurs Par-

ties contemporaines; ôc le feul but du Problême de l'invention des

Fluentes eft de déterminer les Parties ou Differences contemporai-

nes des Quantités abfoluës « , x , y , ou ^ , par la Loi donnée de

leur Mouvement de Fluxion ,
qui eft toujours la même de quelque

grandeur abfoluë que foient ces Quantités.

LIX. On peut audi faire concevoir ceci par Symboles. Soit l'E-

quation y = xxy
,

je fuppofe x = i -H z^ donc x = \ ; ainii au

lieu de y = xxy
,
j'aurai y = xy •+• xty ; mais puifque x = ^ ,

il eft évident que quoique les Quantités x ôc ^ ne foient pas de

même longueur , elles Fluent cependant de même à l'égard dey,

ôc que leurs Parties contemporaines font égales ;je puis donc repré-

fenter par les mêmes Symboles les Quantités qui conviennent en-

femble par le Raport de leurs Fluxions , ôc me fervir dey = xy~

-H xxy , au lieu dey = xxy, pour déterminer les Differences con-

temporaines.

L X. On voit bien comment dans une Equation qui ne con-

fient que des Quantités Fluentes , on peut trouver les Parties con-

temporaines î par Exemple , fi l'Equation eft y = — -4- x ; lorf-

que x= 2
, y = i'-t , mais lorfque x = 3,^ = 37. Ainfi tandis

que x flue de 2 à 3 , y flue de x\ à 37. Et les Parties comtempo-

faines , c'eft-à-dire décrites pendant cet intervale de tems font

5 2=1 , ÔC 37 — 2T == \.-

LX I. Tout ce que j'ai établi ci -devant fe verra dans la fuite

de ce Traité , où je vais donner des Problêmes plus particuliers que

les précédens.
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PROBLEME III.

Déterminer les Maxima Ci? les Minima des Quantités.

I.T T Ne Quantité qui eft devenue la plus grande ou la moindre

\_J qu'il fe peut , n'augmente ni ne diminue , c'eft-à- dire, ne
flue ni en avant ni en arrière dans cet inftant ; car li elle augmen-
te , c'eft une marque qu'elle étoit plus petite ôc que tout à l'heure

elle va être plus grande qu'elle n'étoit , ce qui eft contre la fup-

poiition , ôc c'eft le contraire fi elle diminue. Ainft trouvez fa Flu-

xion par le Prob. 1. ôc fuppofez la égale à zero.

II. Exemple, i. Si l'on demande la plus grande Valeur de

x dans l'Equation xî — ax- +• axy — yi = o , cherchez la Re-

lation des Fluxions de x ôc de ^ , ôc vous aurez %xx z — zaxx -+•

axy — $yy
z •+- ayx = o. Faifant donc x = o , il refte — %yy

z

-+- ayx = o , ou ^y- == ax. Par le moyen de cette Equation vous

pouvez exterminer x ou. y dans l'Equation primitive , ôc par l'E-

quation qui en réfultera vous déterminerez l'autre.

III. Cette Opération eft la même que li vous aviez multiplié

les Termes de l'Equation propofée par le nombre des Dimeniions

de l'au r re Quantité Fluente y , d'où nous pouvons tirer la fameufe

Régie de Hudde, que pour avoir la plus grande ou la moindre Quan-
tité Relative F Equation doit être difpofée fuivant les Dimenjîons de

la Quantité Correlative , & qu'oyi doit multiplier alors les Termes par
une proqre.fjîon Arithmétique quelconque 5 mais comme ni cette Ré-
gie ni aucune de celles que l'on a publiées jufqu'à préfent ôc qui foient

venues à ma connoiffance ne peuvent s'étendre auxEquations affectées

de Quantités fourdes fans une Réduction précédente
;

je vais don-
ner un Exemple à ce fujet.

IV. Exemple 2. Si l'on demande la plus grande Quantité

y dans l'Equation xî — ay l -4-
/' v * —; xx y/ay -+- xx = o , cher-

a 1 y
a •

chez les Fluxions de x ôc de y , ôc vous aurez sxx 1 — zayy -f«

iabvi*+ ib'yy' Aaxxy-\- 6xx> + «yx x _ ._ . „ _ .

3«7jy--r*gy mtm _ £ t pulfqUe par ia luppofition
a-+tay+y- i y a) + xx r n r rr

y = o , ôtez les Termes multipliés par y , ( ce qui pour abréger
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auroit pu fe faire auparavant , c'eft - à - dire , en faifant l'Opération } )

divifés le refte par xx , 6c vous n'aurez plus que 3 x— ~~JJH=o.
1 v <y+ xx

Et après la Rédu£tion %ay -+- 3xx =0 , au moyen de laquelle

Equation vous exterminerez dans la propofe'e l'une ou l'autre des

Quantités x ou y & de l'Equation Cubique qui enréfultera^ vous

tirerez la Valeur de l'autre Quantité.

V. De ce Problême on tire la Solution des fuivants.

1 . Dans un Triangle donne 3 ou dans un Segment d'une Courbe don-

née quelconque inferire le plus grand Reflangle.

i. Tirer la moindre ou la plus grande Ligne droite d'un Point donné

à une Courbe donnée de position , on bien tirer une Perpendiculaire

d'un Point donné à une Courbe quelconque.

3

.

Par un Point donné faire paffer la plus grande ou la moindre

Ligne droite qui puijfe être comprife entre deux autres Lignes droites

eu Courbes.

4. D'un Point donné au-dedans dune Parabole , tirer une Ligne

droite qui coupe la Parabole plus obliquement qu'aucune autre. Paire

le même dans les autres Courbes.

5

.

Détenniner les Sommets des Courbe

s

', leurs plus grandes ou moindres

Amplitudes , leurs Points d'interfeciion dans les révolutions.

6. Trouver les Points des Courbes où elles ont la plus grande ou.

la moindre Courbure.

7. Dans une Ellipfe donnée trouver le plus petit Angle fous lequel

les Ordonnées peuvent couper leurs Diamètres.

8. Des Lllipfes qui paffent par quatre Points donnés , déterminer

la plus grande ou celle qui approche le plus du Cercle.

9. Déterminer la partie pojiérieure d'une furface Spherique
, qui

peut être éclairée par la lumière venant de loin & rompue par l'fie-

mifphere antérieur.

Et plusieurs autres Problêmes de femblables nature que l'on peut

plus aifément propofer que réfoudre y à caufe du travail que deman-

de le Calcul.

PROBLEMES
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PROBLEME IV.

Tirer les Tangentes des Courbes.
a

PREMIERE MANIERE.
N peut tirer les Tangentes différemment

3
felon les diffé-

rentes Relations des Courbes aux Lignes droites , ôc pre^

mierement foit BD une Ligne droite

Ordonnée fous un Angle donné à une

autre Ligne droite AB ,
prife pour Bafe

ou Abfciffe , & foit BD terminée à une

Courbe ED. Faites mouvoir cetteOrdon-

née & faites-lui parcourir un Efpace in-

définiment petit ôc parvenir à bd. Elle

aura augmenté du Moment cd , tandis
ï A. E\ £ ù

que AB aura augmenté du Moment B£,
auquel De eft égal ôc parallèle. Prolongés "Dd jufqu'à ce qu'elle

rencontre AB en T j cette Ligne touchera la Courbe en D ou d
,

& les Triangles dcD , DBT feront fembiables ; ce qui donne TB :

BD : : De ou Bb : cd.

II. La Relation de BD à AB eft donnée par l'Equation à la

Courbe ; cherchez par le Prob. 1. la Relation des Fluxions , ôc

prenez TB à BD dans le Raport de la Fluxion de AB à la Fluxion

de BD ; la Ligne TD touchera la Courbe au Point D.

III. Exemple, i. Nommant AB , x ôc BD , y , foit leur

Raport xi — ax* +- axy— yi = o. Celui des Fluxions fera 3.V.V 1

• • • • • *— zaxx -H axy -+- ayx — 3J'y
i = o. Ainfi x : y : : jxx — zax

+ «y:y>-ax::BD(y):BT. Donc BT = -
, ^~/^ ,

Et le PointD ôc de la lesLignesDB ôc AB ou x &cy étant données^la lon-

gueur BT fera donnée , ce qui détermine la Tangente TD.
I V. Mais on peut abréger l'Opération ; faites les Termes de l'E-

quation propofée égaux à zero , multipliez- les par les nom-
bres des Dimenlions de l'Ordonnée , ôc mettez le Réfultat au
Numérateur ; multipliez enfuite les Termes de lar même Equation
par les nombres des Dimcnfions de l'Abcifle , ôc mettez le

G
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produit divifé par l'Abciffe au Dénominateur de la Valeur de BT,
& prenez BT du côté de A , li fa Valeur eft pofitive , ôc du côté

-

>j
^ofà il fa Valeur eft négative.

o o 15
y. Àinfi l'Equation x> — ax l +- axy —yV s== o , étant multi-

3
1 I o

pîiée parles Nombres du deiTus
,
donne axy — 3^/3 pour le Numé-

rateur ; ôc multipliée par les Nombres de deffous & divifée par x ,

donne 3X 1 — zax -H ay pour le Dénominateur de la Valeur de

BT,
V I. Ainli l'Equation yî — by*- — cdy -+- bed +> dxy = o ,

qui déligne une Parabole du fécond genre par le moyen de laquelle

JDefcartes conftruifoit les Equations de fix Dimenlions, Voyez fà

Géométrie pag. 42. ~Edit. d Amfterdam i6<$<). donne à lTnfpe&ion

?>
;-^-.cd>±±Z ou *'f—^— e -+- x — BT.

dy y d d

V 1 1. Et de même a 1 x z —
• y

2 = o
,
qui défigne une El-

lipfe dont le Centre eft A , donne I~^rx , ou rK
= BT , ôc ainfi

7
des autres.

VIII. Vous pouvez remarquer qu'il n'importe de quelle gran-

deur foit l'Angle d'Ordination ABD.
IX. Mais comme cette Régie ne peut s'étendre aux Equations

affectées de Quantités fourdes , ou aux Courbes mécaniques ; il faut

dans ces Cas avoir recours à la Méthode fondamentale.

X. Exemple i. Soit x? — ay1 + J&L — xx Y ay -+• xx
a+y

= , l'Equation qui exprime la Relation entre ABôc BD ; la Relation

des Fluxions fera 3^ - tayy -4- gj^^g- >
•«; + »

^axy — 6x i — 5 abyy + i6y*
axx

= °- Donc 3**
, vV+ïï

'' téy ~^+"y+» "*" xYÉtZ
''

: y

x : : BD : BT.
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II. Exemple 3. Soit ED la Conchoïde de Nicodeme , dé-

crite du Pôle G , foit AT l'Afymptote & LD la Diftance ou Li-

gne interceptée. Soit GA = b, LD = <:, AB=x, ôc BD =
A caufe des Triangles lemblables DBL ôc DMG , on aura LB :

BD : : DM : MG ; c'eft-à-dire , V ce— yy : y :.-#": I H- y , on

b -+- y V ce — yy = yX . Dans cette Equation je fuppofe V ce— yy= ^ , ôc par là j'ai deux autres Equations b\ + y^ = xy , ôc s&
—s ce — yy, par le moyen defquelles je trouve les Fluxions de x,

y ôc ^, car la premiere donne b^-+-yz^-+- \J= xy -h.y.v, & la

féconde 2^= — zyy , ou z^-\-'yy = o. En exterminant <_, on

aura — &Z — 2Z! .+.y^= xy +• yx
,
qui étant réduite en propor-

BD : BT. Mais commey y x : : x :tion donne y : ^— — — —

BD eft; , BT fera par conféquent = % — x "h-yy
, C'eft-à-dire,

— BT = AL -+- L^xcm ou le Signe — devant BT , défigne
B L

que le Point T doit être pris du côté oppofé au Point A.

XII. S ch.o L 1 E. De là on voit comment on peut trouver le

.Point delà Conchoïde qui fépare la partie concave delà partie con-

vexe ou le Point d'Inflexion ; car c'ef au Point ouAT eft un moindre.

•Faifant donc A'T = «
, puifquc BT = — \-\- x +- v yy

,
«

fera =— *..+. 2* -4-
/r/ + »

;
pour abréger mettez i

z
J~.

yz
au liai

de x , car cette Valeur fe tire de ce qui précède , ôc vous aine?.

Gij
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-4- ^-H JJZ21 = n. Cherchez les Fluxions u ,y &. ^, & fup-

j'

pofez a = o , vous trouverez -'-£ — iZi -+- <r_ -+. ^ + jJ?

bj.y + zyy
s==. u _- 0i Enfin fubftituant "Z? au lieu de ^, 6c rr — yy

au lieu de zx., vous aurezjî -+- ^by x— zk 2= o. Et la conftru&ion de
cetreEquation vous donnera^ ou AM;ldPointM étant donc détermine',

tirez MD parallèle à AB ,
elle tombera fur le Point d'Infleclion D.

XIII. Pour tirer les Tangentes des Courbes Pvîécaniqucs , il

faut trouver les Fluxions comme nous l'avons fait dans l'Exemple

V. du Problême i . & faire le refte à l'ordinaire.

XIV. E x e m p l E 4. Soient AC & AD deux Courbes coupées

aux Points C & D par la Ligne droite BCD , appliquée à l'Abfciffe

AB fous un Angle donné, foit AB =x , BD =y , & rAirc

t

ACB = <.

Par le Prob. 1. Préparât, à l'Exemp, j.

on aura 2^= x x BC.
X V. Maintenant foit AC un Cercle

ou une autre Courbe connue , ôc pour

la Courbe AD , foit une Equation quel-

conque affectée de 2^, comme 2^. -+-

nxz^ = j/+. Par le Prob. 1. 22^ A-cixz^
• • • #

•+- œzj:= qyyi
, fubftituant x x BC au lieu de 2^ , on aura 2*2; x

BC +• axx x BC -4- axz^= 4yy*> , ou bien iz^ x BC -f- ax x BC
•+" aK.

'•

4J>
3 ' ' y • x : : BD : BT. Si donc la nature de la Courbe

AC eft donnée , & auffi l'Ordonnée BC & l'Aire ACB ou z^; le

Point T qui détermine la Tangente fera auffi donné.

XVI. De même fi l'Equation à la Courbe AD eft 32^ = zy ;

l'on aura 3^ ou }x x BC = iy , ou 3BC : 2 : : y : x : : BD :

BT , & ainlî des autres.

XVI I. Exemple j. Soit AB = x , BD = y , comme au-

paravant , ôc foit la longueur d'une Courbe quelconque AC == 2;;

en tirant à cette Courbe une Tangente comme Ct , on aura £>t :

Ct :: x : i, ou ^=ïiL£T^ ' ^ BT •

XVIII» Maintenant foit une Equation quelconque affe£tée de
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'
, comme z = y à la Courbe AD dont on veut tirer la Tangente -

on aura K.= y > *m[l Ct : Bt : : y : x : : BD : BT ; par le Point

T on tirera donc la Tangente DT.

XIX. De même fuppofant .v^= yy , on aura x^ •+- %x

xx X Ct
Se. mettant —x — au lieu de ^ , il viendra xs^

ht Bt

2M>
2yy. D'où

BD : DT.
x X Ct

XX. Exemple 6. Soit AB un Cercle ou une autre Courbe
connue dont la Tangente eft Ct , 6c

foit AD une autre Courbe quelconque

dont il faut tirer la Tangente DT ,

ôc foit la Loi de cette Courbe AB =
à l'Arc AC ; enfin CE & BD étant

des Ordonnées à AB fous un Angle

donné , foit le Raport de BD à CE
ou à AE exprimé par une Equation quelconque.

XXI. Nommez AB ou AC = x , BD =y , AE = ^ , &
CE = u ; il eft évident que a , x & ^ , Fluxions de CE , AC &
AE , font entre-elles comme CE , CT & ET ; ainfi x x

C- = u

& À- x ~ = i,Qt ^-

XXII. Maintenant foit une Equation donnée quelconque à la

Courbe AD , comme y = 2; ; on aura/ = ^_, & par conféquent

Et : Ct :: } : x : : BD : BT.

XXIII. Ou foit l'Equation y = z^ -+- « — x , on aura y= K.

x x Cfc+ fo-O . ainfi CE*- Et — Cf. Ct::yx

x : : BD : BT.

XXIV. Ou enfin foit l'Equation ayy = «3 , on aura layy=
3»«i = 3xu l x ~^ ; ainfi 3»* x CE : lay x Ct : : BD : BT.
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XXV. Exemple 7. Soit FC un Cercle touché par CS au

Point C ; foit FD une Courbe dont

la Loi eft donnée par une Relation

quelconque de l'Ordonnée DB à l'Arc

FC terminé par la Ligne DA tirée

du Centre ; ayant mené l'Ordonnée

CE au Cercle , faites AC ou AF =
,

?
AB = x , DB = y , AE = ^,

CE = » , CF = t ; vous aurez *£

= t* cJL=u&t-tu = tx^l
= ^; je prends ^négativement parce que AE diminue tandis que

EC augmente > de plus AE : EC : : AB : BD , ou *y = ux
• • • • • •

d'où z^v •+- K.= #•* -f- x». Enfin exterminant », s & », il vient

yx — ty 1 — tx1 = xy.

XXVI. Soit maintenant une Equation quelconque à la Cour-

be DF dont on puifle tirer la Valeur de t afin de la fubftituer ici
;

par Exemple, foit t ==y , ( l'Equation à la premiere Quadratrice,
)

• • • • • •

j'aurai t =y , ôc yx — yy
1 — yx* = xy , d où y : xx •+- yy —

-

x : :
'y

: — 'x : : BD , y : BT. Ainii BT = x*+/-x;&
AT = xx -H yy = Ù2*.JJ AF

XXVIL De même fi «s=£y,on aura i«b=Jv,& de làAT= 1 x --1

& ainfi des autres.

XXVIII. Exemple 8. Maintenant fi l'on prend AD égala

î'Arc FC , la Courbe ADH fera la Spirale

à'Arcbimcde. Laiflant aux Lignes les mêmes
Dénominations , l'Angle Droit ABD donne

xx -+• yy = tt , donc xx -\-yy = tt. Et AD :

AC : : DB : CE , d'où tu = y , & tf& -4- »*

==s _y. Enfinia Fluxion de l'Arc FC eft; à la

Fluxion de la Ligne droite CE , comme AC
eft à AE , ou comme AD : AB , c'eft-à-dire
• . . .

t : « : : t : x , ou tu = xt. Comparant les E-

quations
, on aura tu «+- tx = y , ôc de Ikxx

* • yt+ /; =»= ,7qr7. Complétant donc le Parallélogramme AEDQ,
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ri l'on fait QD : QP : : BD : BT : : y : — x : : v : ; L\
« +" .v »

c'eft- à-dire , ii vous prenez AP = —£—
, PD fera perpendiculaire à

la Spirale.

XXIX. Et de là je m'imagine qu'il eft aifé de voir comment
on peut tirer les Tangentes de toutes fortes de Courbes

5
cependant

je crois qu'il eft à propos de montrer la façon d'opérer lorfque les

Courbes font rapportées aux Lignes droites de toute autre manière.

Il fera toujours bon d'avoir à choilir dans ces différentes Méthodes
la plus limple ôc la plus commode.

Seconde manière'.

XXX. Soit un Point donné G , duquel on tire la Soutendente

DG à un Point D de la Courbe , foit DB l'Ordonnée fous un An-

gle quelconque à l'Abcifte AB ; faites par-

courir au Point un Efpace infiniment petit

dD fur la Courbe , fur GD prenez Gk =
Gd , achevez le Parallélogramme dcBé>, T)k

ôc T)c feront les Moments contemporains

de GD ôc de BD , dont ils diminuent tan-

dis que D eft porté en <L Prolongez la Li-

gne droite Dd jufqu'à ce qu'elle rencontre AB enT;& de ce Point

T abaiflez fur la Soutendente GD la perpendiculaire TF, les Tra-

pezes Dcdk ôc DBTF feront femblables j ainfi DB : DF : :

De : Dit.

XX X I. Comme la Relation de BD à GD eft donnée par

l'Equation à la Courbe , cherchez la Relation des Fluxions , &
faites FD à DB comme la Fluxion de GD à la Fluxion de BD ;

du Point F élevez la perpendiculaire FT qui rencontre AB en T,
tirez DT elle touchera la Courbe en D ; fi DT eft politive il faut

la prendre du côté de G , 6c fi elle eft négative du côté oppofé.

XXXII. Exemple i. Prenez GD = x , BD = y , ôc foit

leur Raport exprimé par x? — ax l «4- axy — yî — o. Le Raport

des Fluxions fera ^xx z — zaxx -4- axy -4- ayx— ^yy
z = o , d'où

3 xx — zax -4- ay : lyy — ax : : y : x : : DB
, y : DF ; ainli

DF =
lx

-. ^ iax+. a> ; un Point quelconque D dans la Courbe étant
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donné & par conféquent les Lignes BD & GD ou x ôc y , le Point

F fera aufîi donné ; ainii il n'y aura plus qu'à élever la Perpendi-

culaire FT , ôc du Point T de concours avec l'AbciiTe AB , tirer

la Tangeute DT. •

XXXIII- D'où il eft clair qu'on peut comme dans le premier Cas

tirer de ceci une Régie. Car ayant mis du même côté tous les Termes

de l'Equation donnée , multipliez-les par les Dimenlions de l'Or-

donnée y , ôc mettez le réfultat au Numérateur , enfuite multipliez

les Termes par les Dimeniions de la Soutendente x , divifez le pro-

duit par cette Soutendente x , ôc placez le Quotient au Dénomina-

teur de la Valeur de DF ; prenez cette même Ligne DF du côté

de G li elle eft pofitive , ôc du côté oppofé li elle eft négative. Vous

pouvez obferver qu'il n'importe à quelle diftance foit le Point G
de l'AbciiTe AB

,
pas même qu'il en foit diftant du tout ; & que

l'Angle d'Ordination ABD peut aufïi être tel qu'on voudra.

XXXIV. Soit comme ci-devant l'Equation xi — six 1 -+- axy

— yi =. o ; elle donne tout de fuite axy — ?j3 pour le Numéra-

teur , ôc }x l — iax +• ay pour le Dénominateur de la Valeur

de DF.

XXXV. Soit aufïi a -+- ~x — y = °> ( Equation à une Sec-

tion Conique , ) elle donne — y pour le Numérateur , ÔC — pour

le Dénominateur de la Valeur de DF
,

qui par conféquent eft

«2
b

XXXVI. Ainii dans la Conchoïde, ou tout ceci fe fera plus

y

promptement que ci - defïus , faifant GA = b , LD = e
,
GD s= x y



vant la Régie donne ^—-- , ou x — c
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& BD = y , on aura BD

, y : DL , c : : GA , b : GL ; .v — c

Ainfi xy — cy = cb , ou xy — cy — cb = o. Cette Equation fui"

DF j prolongez donc

GD vers F , de forte que DF : : LG , 6c au Point F élevez la

perpendiculaire FT qui rencontre l'Afymptote AB en T , tirez DY
elle touchera la Conchoïde.

XXXVII. Mais lorfque l'Equation renferme des Quantités
compofées ou radicales , il faut avoir recours à la Méthode géné-
rale , à moins qu'on ne préfère de réduire l'Equation.

XXXVIII. Exem ple 2 . Soit la Relation de GD à BD
exprimée par l'Equation b -\- y x V ce — yy = yx\ voyez la Fig.

précédente, trouvez la Relation des Fluxions , en fuppofant V ce—-y

y

= z, , vous aurez les Equations b\ -+- y^ == yx , ôc ce — yy ===^,
d'où la Relation des Fluxions b\^-\- y\.-\~ y^= yx -\- yx , ôc —

•
r- •

*
1 / ' £vy — y;

-

o.yy =. 2z^. Exterminant ^ôc^n viendra^ v ce — yy — --

—

L

x : : y : x : : BD ,— yx = xy. Donc y : V ce — yy — y-£ZZ» ~~ x : >

y: DF,
Troifième Manière,

XXXIX. Si l'on rapporte la Courbe à deux Soutendentes AD
& BD

, qui tirées de deux Points donnés A & B fe rencontrent

fur la Courbe -, imaginez que le Point

D parcourt l'Efpace infiniment petit

Bd , & fur AD ôc BD prenez Ak =
Ad, ôc Be = Bd ; kD ôc eD feront

les Moments contemporains des Li-

gnes AD ôc BD
, prenez donc DF à

BD comme le Moment ~Dk au Mo-
ment Dr

, ( c'eft - à - dire , dans le Ra-
port de la Fluxion de la Ligne AD à

la Fluxion de la Ligne BD ) élevez

fur BD 6c AD les perpendiculaires BT 6c FT qui fe rencontreront
au Point T ; les Trapezes DFTB 6c Dkdc feront fcmblables , 6c
par conféquent la Diagonale DT touchera la Courbe.
X L. Au moyen donc de l'Equation qui exprime la Relation de

H
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AD à BD , trouvez la Relation des Fluxions & prenez FD à BD
dans le même Raport.

X L I. Exemple Suppofons AD = x , ôc BD = y , ôc leur*

Relation a -+- — — y = °- Cette Equation eft aux Ellipfes du fé-

cond Ordre , dont Defcartes dans le fécond Livre de fa Géomé-
trie a démontré les propriétés pour rompre la Lumière ; la Rela-

• * *

tion des Fluxions fera — — y = o. D'où e : d ; : y : x : : BD :

d J

DF.

X L 1 1. Et par la même raifon fi a — — — y = o , on aura

e : — d : : BD : DF. Dans le premier Cas prenez DF du côté

de A , ôc dans l'autre Cas du côté oppofé.

XLIII. Coroll. i . Si^=^,la Courbe devient une Sec-

tion Conique , ôc l'on aura DF =
DB ; ainfi les Triangles DFT ôc DBT
étant égaux , l'Angle FDB fera par-

tagé en deux par la Tangente.

XLIV. Coroll. 2. Et de là

on voit évidemment toutes les chofes

que Defcartes a démontré d'une ma-
nière très-prolixe au fujet de la Refra£lion de ces Courbes ; car

DF ôc DB qui font en Raifon donnée de d à e , font à l'égard du
Raïon DT les Sinus des Angles DTF ôc DTB , c'eft-à-dire du
Raïon d'Incidence AD fur la Surface de la Courbe ôc du Raïon de

Reflection ou de Refrattion DB. Le même raifonnement s'applique

aux Refradions des Serions Coniques , en fuppofant que l'un des

Points A ou B eft à une diftance infinie.

X L V. Il feroit aifé de modifier cette Régie comme nous avons

fait la précédente , & de donner d'autres Exemples , ôc lorfque les

Courbes font rapportées à des Lignes droites de toute autre façon
,

ôc qu'on ne peut pas commodément les réduire aux Méthodes
précédentes , il fera aifé de s'en faire à l'imitation de celles-ci.



DES FLUXIONS.
Quatrième Manière.
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c A.

X L V I. Comme fi la Ligne droite BCD toumoit autour du
Point donné B , ôc que

l'un de fes Points D dé-

crivît une Courbe,ôc qu'un

autre de fes Points C cou-

pât la Ligne droite AC
donnée de polition. La
Relation de BD Ôc BC
étant exprimée par une

Equation quelconque ; tirez BF parallèle à AC , de forte qu'elle

rencontre en F la Ligne DF perpendiculaire à BD ; élevez FT
perpendiculaire à DF , 6c prenez FT à BC comme la Fluxion de
BD à la Fluxion de BC ; tirez la Ligne DT elle fera Tangente
à la Courbe.

Cinquième Manière.

XL VIT. Mais fi le Point A étant donné, l'Equation expri-

moit la Relation de AC à BD ; tirez CG parallèle à DF , ôc pre-

nez FT à BG comme la Fluxion de BD à la Fluxion de AC.

Sixième Manière.

XL VIII. Ou fi l'Equation exprime la Relation entre AC ôc

CD ; faites rencontrer AC Ôc FT au Point H , ôc prenez HT à

BG , comme la Fluxion de CD à la Fluxion de AC. Et ainli des
autres.

Hi]
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Septième ?n<.-tniere.

Pour les Spirales.

XL IX. Le Problème eft le même lorfqu'on ne rapporte pas

les Courbes à des Lignes droites, mais à d'autres Courbes ,
comme

cela arrive dans les Courbes Mécaniques. Soit BG la Circonfé-

rence d'un Cercle dont le demi Diamètre

eft AG ; tandis qu'il tourne autour du Centre

A , faites mouvoir le Point D d'une façon

quelconque , de forte qu'il décrive la Spira-

le ADE ; faites parcourir au Point D l'Ef-

pace infiniment petit Dd , 6c fur AD prenez

Ac = Ad ; Cd &c Gg feront les Moments

contemporains de la Ligne droite AD & de

la Circonférence BG. Tirez A* parallèle à

cd , c'eft-à-dire perpendiculaire à AD , ôc

qui rencontre la Tangente DT au Point T.

Vous aurez cD : cd : : AD : AT ; foit aufll

G<f parallèle à la Tangente DT , & vous

aurez cd : Gg : : Ad ou AD : AG : : AT : At,

L. Ainfi l'Equation qui exprime la Relation de BG à AD étant

donnée ; cherchez la Relation de leur Fluxions, & prenez At àAD
dans le même Raport , Gt fera parallèle à la Tangente.

LI. Exemple i. Nommant BG , x & AD , / ; foit leur Re-

lation xi — six* -+- axy — yt = o , on aura $x z — 2ax -4- ay ;

a«i ^ff. ax ; : y : x : : AD : A^ ; le Point t étant donc trouvé ,

tirez Gt ôc fa parallèle DT qui touchera la Courbe.

LU. Exemple 2. Si l'on a ~: =/> ce qui eft l'Equation à

la Spirale & Archimedes , on aura Ç =^,ôcparconféquent^ : b::

y : x : : AD : A* ; c'eft pourquoi it l'on prolonge TA en P , de

forte oue AP : AB : : a : b } PD fera perpendiculaire â la Courbe.

LUI. E x E M P L E 5. Si xx = by , 2xx fera= by , &c 2X : b : :

AD : At. Et de la même façon on pourra toujours aifément tirer

des Tangentes à toutes les Spirales.
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Huitième Manière.

Pour les Q u a d r a t r i c e s,

L I V. Si la Courbe eft telle qu'une Ligne quelconque AGD ,

tirée du Centre A , rencontre l'Arc de Cercle en G , ôc la Cour-

be en D ; & fi la Relation de l'Arc BG ôc de la Ligne droite DH ,

qui eft une Ordonnée àlaBafe

ou Abcifle AH fous un Angle

donné , eft déterminée par une

Equation quelconque ; conce-

vez que le Point D parcourt

fur la Courbe un Efpace infi-

niment petit Dd ; achevez le

Parallélogramme dhUk ôc pro-

longez Ad en c , de forte que

Ac = AD , Gg Ôc Dk feront

les Moments contemporains de

l'Arc BG Ôc de l'Ordonnée DH ; prolongez Dd directement en T,
ou elle rencontre AB , Ôc de ce Point abaiflez la perpendiculaire

TF fur DeY ; les Trapezes Dkde ôc DHTF feront femblables ; ainfi

Dk : De : : DH : DF ; de plus fi vous élevez G/perpendiculaire

à AG , ôc qui rencontre AF en /", les parallèles DF ôc G/ don-

neront De : Qg : : DF : G/, ôc de même Dk : Gg :: DH : G/,
c'eft - à - dire , comme les Moments ou les Fluxions des Lignes DH
ôcBG.
L V. Ainfi par l'Equation qui exprime la Relation de BG ôc

de DH , trouvez la Relation des Fluxions , ôc dans ce même Ra-
port prenez la Tangente Gf du Cercle BG, ôcla LigneDH ; tirez

DF parallèle à Gf ,
qui rencontre A/prolongée en F ; à ce Point

F élevez la perpendiculaire FT , qui rencontre AB en T; ôc enfin

tirez la Ligne droite DT elle fera Tangente à la Quadratrice.

LVL Exemple i. Nommant BG , x ôc DH
, y foit xx =

yy , on aura ixx = by ; d'où zx : b : : y : x : : DH : G/, le

Point/ étant trouvé on déterminera le refte comme ci-deflus.

Mais on pourroit peut-être préfenter cette Régie un peu plus

clairement ; faites x : y : : AB : AL ; AL fera à AD : : AD : AT ,

£t DT touchera la Courbe , car les Triangles femblables AFD 6c
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ATD , donneront AD x DF = AT x DH , & par Conféquent

AT: AD DF ou AG x Gf AD AGDH ou * Gf

ou AL.
^

LVII. Exemple 2. Soit x = je , Equation a la Quadra-

trice des Anciens ; x fera ==/ ; ainfi AB : AD : : AD : AT.

LVIII. Exemple 3. Soit axx == yi ; 2*xx fera = îyyK

Faites donc 3^ : zax : : x : y : : AB : AL & AL : AD : : AD :

AT. Par ce moyen vous pourrez toujours déterminer les Tangen-

tes de toutes fortes de Quadratrices quelque compliquées quelles

foient.

Neuvième Manière.

LIX. Enfin fi ABF eft une Courbe quelconque touchée parla

droite BT ; 6c fi une partie BD ( de la Ligne droite BC ,
Ordon-

née fous un Angle quelconque

à l'Abeille AC , ) interceptée en-

tre cette Courbe & une autre

Courbe DE a une Relation à

une partie de la Courbe AB expri-

mée par une Equation,vous pour-

rez tirer la Tangente DT à l'au-

tre Courbe , en prenant fur la Tan-

gente de la premiere,BT en même
raifon avec AD , comme la Flu-

xion de la Courbe AB avec la Fluxion de la Ligne droite BD.
LX. Exemple i. Nommant AB , x ; BD , y ; foit ax =yy,

donc ax = lyy ; ainii a : zy : : y : x : : BD : BT.

LXI. Exemple 2. Soit JL x s= y , Equation à la Trocoïde

fi ABF eft un Cercle ; on aura —x=y , & a . b : •. BD : BT.

L XII. On peut avec la même facilité tirer les Tangentes lorf-

que la Relation de BD à AC , ou à BC , eft donnée par une Equa-

tion quelconque , ou lorfque les Courbes font rapportées à des Li-

gnes droites ou à d'autres Courbes d'une façon quelconque.

LXIII. On peut tirer des mêmes Principes la Solution de plu-

fieurs autres Problêmes , comme de ceux qui fuirent.
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1 . Trouver le Point d'une Courbe , où la Tangente efi parallèle â

tAbcijfe , ou à une autre Ligne droite donnée de pofttion ; ou le Point

où elle efi perpendiculaire ou inclinée fous un Angle donné.

z. Trouver le Point ou la Tangente eft le plus ou le moins incli.

née à l'Abciffe , ou à une autre Ligne droite donnée de pofttion , cell-

à-dire , trouver le Point SInflexion. J'en ai déjà donné un Effaifur

Ja Conchoïde.

3. D'un Point donné hors du Périmètre d'une Courbe
, tirer une

Ligne droite
,
qui avec le Pet 1metre de la Courbe fajfe ou un An? le

de Contact , ou un Angle droit , ou un autre Angle donné. C'eft.à-

dire , d'un Point donné tirer des Tangentes ou des Perpendiculaires
,

ou des Lignées inclinées a une Ligne Courbe.

4. D'un Point donné au-dedans d'une Parabole , tirer une Lhne
droite qui fajfe avec le Périmètre le plus grand ou le moindre. Angle
pojjïblc. Faire le même dans toutes les autres Courbes.

5. Tirer une Ligne droite qui touche deux Courbes données de poft-

tion , ou la même Courbe en deux Points lorfque cela fc peut faire.

6. Décrire une Courbe quelconque fous des Conditions données , qui

touche un autre Courbe donnée de pofttion en un Point donné.

7. Determiner la Rcjraclion d'un Raïon de Lumière , qui tombe

fur une Surface Courbe quelconque.

La Réfolut-ion de ces Problêmes & de tous les autres de même
nature ne fera pas fort difficile , il n'y aura guéres que l'ennui du
Calcul ; je n'ai donc pas crû qu'il fût nécefTaire d'en donner ici les

Solutions , ôc je m'imagine que les Géomètres me fçauront gré de

ne les avoir qu'énoncés.

PROBLEME V.

Trouver U Quantité de Courbure d'une Courbe donnée À un
Point donné quelconque.

I.T L y a peu de Problêmes fur les Courbes qui foient plus élé-j

J[ gants que celui-ci , & qui nous donne plus de lumière fur leur

nature. Je vais avant que de le réfoudre mettre ici quelques Con-
fidérations générales.

II. 1. Le même Cercle a partout le même degré de Courbure,

& dans différens Cercles ce degré de Courbure eft réciproquement
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proportionel à leurs Diamètres ; de forte que li le Diamètre d'un-

Cercle eft une fois plus petit que le Diamètre d'un autre, la Cour-
bure de fa Circonférence fera une fois plus grande ; ii le Diamètre

n'eft qu'un tiers de l'autre la Courbure fera trois fois plus grande , ôcc.

III. i. Si un Cercle touche une Courbe dans fa concavité à

un Point donné quelconque , ôc que ce Cercle foit d'une grandeur

telle qu'on ne puilTe en faire palter un autre dans les Angles du

Cercle avec la Courbe au Point de Contact ; ce premier Cercle aura

la même Courbure que la Courbe a dans ce Point de Contact. Car

un Cercle qui pafleroit dans les Angles de la Courbe ôc du pre-

mier Cercle approcheroit davantage de la Courbe , ôc par confé-

qnent de fa Courbure plus que n'en approche le premier Cercle ;

donc le Cercle qui eft/tel qu'on ne peut en faire palier un autre

entre fa Circonférence ôc la Courbe au Point de Contact eft celui

qui approche le plus de la Courbure de la Courbe.

IV. 3. Ainii le Centre de Courbure d'un Point d'une Courbe eft

le Centre d'un Cercle qui a la même Courbure que ce Point de la

Courbe ; ainli le demi Diamètre ou le Raïon de Courbure eft une

partie de la Perpendiculaire à la Courbe terminée à ce Centre.

V. 4. Et la proportion de Courbure de différents Points fe trou-

vera par la proportion de Courbure de différents Cercles qui auront

la même Courbure que ces Points , ou iimplement par la propor-

tion réciproque des Raïons de Courbure.

VI. Ainli le Problême fe réduit à trouver le Raïon ou le Centre

de Courbure.

VIL Imaginez donc qu'à trois Points J", D , d , d'une Courbe

on tire des Perpendiculaires , dont celles en

J ôc D fe rencontrent en H , ôc celles en D
ôc d fe rencontrent en h. Le Point D étant

au milieu , s'il y a une plus grande Courbure

à la partie D<f qu'à la partie Dd , DH fera

moindre que D/; ; mais plus les Perpendicu-

laires JH ôc dh feront près de la Perpendicu-

laire intermédiaire
,
plus petite fera la diftance

des Points H ôc h ; de forte qu'à la fin lorf-

que les Perpendiculaires fe réuniront , ces

Points coïncideront ; imaginons donc qu'ils

coincident au Point C , il fera le Centre de

Courbure du Point C de la Courbe. Cela eft évident de foi-même.

VIII.
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VIII. Le Point C a pluiieurs Symptômes ou Propriétés qui nous
ferviront pour le déterminer.

IX. i. Il eft le concours de deux Perpendiculaires qui cha-

cune font infiniment près de DC.
X. î. Il féparè ôc divife les Interférions des Perpendiculai-

res qui font à une diftancc finie de chaque côté quelque petite qu'elle

foit ; de forte que celles qui font fur le côté plus Courbe Dcf fe

rencontrent plus loin en h.

XI. 3. Si on conçoit que la Ligne DCfe meuve tandis qu'elle

inlifrc perpendiculairement fur la Courbe, ce Point C fera comme
le Centre du Mouvement , ôc fe mouvera moins qu'aucun autre

Point de DC.
XII. 4. Si on décrit un Cercle du Centre C & du Raïon DC,

on ne pourra en décrire aucun autre qui puifle paffer entre les An-
gles du Contait.

XIII. V. Enfin l\ le Centre H ou h d'un autre Cercle touchant

quelconque , approche par degrés du Centre C de celui-ci
, jufqu'a

ee qu'enfin ils viennent à coincider enfemble ; aucun des Points

dans lefquels ce premier Cercle aura coupé la Courbe ne coïncidera

avec le Point D de Contact.

XIV. Chacune de ces Propriétés donneroit un moyen de ré-

foudre le Problême d'une différente façon; mais nous choifirons la

premiere comme étant la plus fimple.

XV. Soit DT une Tangente à un Point quelconque D d'une

Courbe ; foit DC la Perpendiculaire à ce Point , & C le Centra
de Courbure comme ci-devant ; foit AB l'Abeille fur laquelle DB
eft Ordonnée à Angles droits

,

& foit P le Point ou la Perpen-
diculaire rencontre cette Abcifle ;

tirez DG parallèle à AB , & CG
Perpendiculaire à la même AB ,

fur laquelle CG prenez Cg d'une

longueur donnée quelconque ; à

ce Point g tirez la Perpendiculaire

gcfqui rencontre DC en cf. On aura

Cg : gS : : TB : BD , comme la

Fluxion de l'Abciffe eft à la Flu-

xion de l'Ordonnée. Imaginant donc que le Point D.parcourt fur

la Courbe un Efpace infiniment petit Dd , tirez de perpendiculaire
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à DG , ôc G/ perpendiculaire à la Courbe , Cd rencontra DG en
F j 6c Jg en / ; ôc De fera le Moment de PAbcifle , de le Moment
de l'Ordonne'e , ôc Jfle Moment contemporain de la Ligne droite

gS ; ainfi DF = D^- -+- 'lfjii
e

, ayant donc trouvé le Raportde ces

Moments , ou ce qui eft la mêmechofe , de leurs Fluxions , vous
aurez le Raport de CG à la Ligne donnée Cg

,
qui eft le même

que celui de DF à cT/, ôc par là vous déterminerez le point C.
XVI. Ainfi foit AB == x , BD = y , Cg = i , ôc gS = ^

vous aurez i : ^ : : x : y , ou *;= J.
; Maintenant foit le Moment

X

if de ^égal à ^x o , c'eft-à-dire , égal au produit de la Vitefle ôc

d'une Quantité infiniment petite o , vous aurez les Moments De =
• • • * *

,v x o , de == y x o , d'où DF = xo -+-^ ; Donc Cg , i , : CG :;

£f: DF : : ^ : ^ H- S , c'eft-à-dire, CG-=*î+ii:.
X XX.

XVII. Et comme il nous eft libre de donner à la Fluxion x de
fAbciflTe telle Viteffe que nous voudrons , parce que nous pouvons

lui rapporter tout le refte ; faifons x = i , nous aurons j = K., ôc

CG = ^2 , d'où DG = 2-t £
, ôc DC = T±^-I±Ba

* x x
XVIII. Etant donc donnée entre BD ôc AB une Equation qui

exprime la nature de la Courbe, cherchez le Raport de x à y , ôc

fubftituez i pourx ôc s; pour y , enfuite en prenant les Fluxions de

l'Equation qui en réfultera
, trouvez la Relation entre x , y ôc ^

• *

ôc fubftituez encore i pour x ôc ^ pour j/ comme auparavant , par

la premiere Opération vous aurez la Valeur de 2^, ôc par la féconde

vous aurez celle de 2; ; cela étant fait prolongez DB en H vers la

partie concave de la Courbe, de forte que DH = —.— ;tirezHC

parallèle à AB , ôc qui rencontre la perpendiculaire DC en C , ce

Point C fera le Centre de Courbure du Point D de la Courbe ;

Mais 1 <-h ^= El, ainfi faites DH = ~~ , ou DC= -.-

BT ' zXKT 2 x DB |

'

XIX. Exemple i. Si l'on a ax -+- bx 1- — y-= o Equation
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à l'Hyperbole dont le Paramètre eft a, & leLatus Tranfverfum—
, on

b
• • * •

aura ax -+- zbxx — 2jj= o ; ôc fubftituant i pour x ôc 2^ pour y,
on aura <« -4- z^x — 2zy = o , en prenant encore les Fluxions

on a zbx — 2cy — 2y = o , ou ib — 22^— 2z.y = o , après

avoir fubftirué 1 pour x ôc ^ pour y ; par la premiere Equation

nous avons 2^= £_±i£:v
} &. par la féconde 2^ = -~ ?i. Ainfi un

Point quelconque D de la Courbe étant donné , ôc par conféquent

les Lignes x èty , les Valeurs de 2^ôc ^feront aufll données ; faites

donc —:

—

: = CG ou DH , & tirez la Ligne HC.
z

X X. Comme fi pour un Cas particulier vous faites a = 3 , b

= 1 ,
$x -+- xx =zjy fera l'Equation à l'Hyperbole ; fi vous pre-

nez donc x= 1
, y fera = 2 , 2;== i

,
^= — |_ , & DH=—

5>;. H étant donc trouvé , élevez la perpendiculaire HC qui rencon-
tre la perpendiculaire DC qu'on aura tirée auparavant , ou bien ce
qui eft la même chofe faites HD : HC : : 1 : 2^ : : 1 :

'-
; tirez DC,

elle fera le Raïon de la Courbure.

XXI. Quand le Calcul ne vous paroîtra pas trop complique-

vous pourrez fubftituer dans la Valeur —r^- de CG , les Valeurs indé-

finies de ^ ôc de 2^ ; ainii dans cette Exemple vous aurez après la.

Réduction néceffaire , DH = y -+- •
4
-?.-.+ 4*jr

i ; cependant la Valeur

de DH devient négative dans l'Exemple Numérique
, mais cela mar-

que feulement que DH doit être prife du côté de B , car li elle

étoit devenue affirmative il auroit fallu la tirer du côté oppofé.

XXII. Coroll. En- changeant donc le Signe du Symbole
-+- b , vous aurez ax — bxx — yy = o Equation à l'Ellipfe

, ôc

Dti = y •4-
ea

XXIII. Mais fuppofant b = o , l'Equation deviendra ax —yy
= o , ce qui appartient à la Parabole ; vous aurez DH = y -f-

—
, ôc de la DG = '-a -h zx.

AU

XXIV. De ces différentes Expreffions on peut aifément con-
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dure que le Rai'oii de Courbure d une Se&ion Conique quelcon-

que eft «££]_!.
aa

XXV. Exemple 2. Soit .v5 = ay1- — x l Equation à la Cif-

foi'de de Diodes , vous aurez d'abord jx 1 — 2azy — zxzy — y- >

Ôc enfuite 6x = iaz.y H- zaz^— zzy — zxzy ,— 2x^_ — izy ;

aînfi ^= m^lv
, 6c 1= »»-»>»+"*+-»*

. Ainfi un Point quel-^ zay — ixy 1 ay — xy i-

conque de la Ciflbïde étant donné ôc par conféquent x ôc y ,
^ôc

^ feront auffi données , il ne refte donc plus qu'à faire CG =
i 4- *z

XXVI. Exemple 3. Soit b -+- y V ce—yy = xy Equation

à la Conchoïde ; faites V ce — yy = u , ôc vous aurez bu +• yu

=== xy. Mais ce -— yy ="• tiu donnera — iyz^= zuu , & bu -H

yu == xy donnera bu -+• yu -+* zjt = y -+- xz^\, ces Equations bien

d'fpofées détermineront a ôc z^, mais pour trouver ^, il faudra exter-

miner dans la dernière Equation la Fluxion u en fubftituant —^

y— , car alors vous aurez — &2 — yy~ -4- zu = y -+- xz, , Equation

délivrée de Fluxions comme la Réfolution du premier Problême le

demande ; vous aurez donc en prenant les Fluxions — z
' — 21

1 u u

^ byzu __^ ___ yj^ mé. _^ ;« _f_ ^ = 2 ^-t- x'z. Et de cette

Equation réduite ôc bien difpofée vous tirerez la Valeur de ^ , qui

étant connue auffï bien que celle de ^.vous donnera celle de .

**

c'eft -à-dire , celle de CG.

XXVII. Si vous aviez divifé l'Equation — h2l —,22f .4- ?»
» » N

= y -+- xz par z , vous auriez eu — — .4- 2iL — irj. -4- S? 4.

u = 2 — yJL Equation, pour déterminer £ ,
qui eft plus fimple que

l'autre.
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XX VIII. J'ai donné cet Exemple pour faire voir comment

cette Opération doit fe faire dans les Equations qui contiennent

.des Radicaux ; mais on peut trouver la Courbure de la Conchoïde
d'une manière bien plus courte , pour cela quarrez les Membres de

l'Equation b -+- y V ce — )'y = xy , divifés par// ôc vous aurez

~r H- — - _ b z
— 2by -^ns^; d ou — -p y. là*.

b*cz bc- x
v

ix , ou — —7 — yr — b — y = z y dou encore2V*:

-

-H -~—— t= - — ; le premier Réfultat donne 2; ôc le
/ y z zz

fécond donne ^.

XXIX. Exemple 4. Soit ÀDF une Trochoïde ou Cycloïde

dont le Cercle

générateur foit

ALE , (oit BD
une Ordonnée
à cette Courbe
qui coupe le

Cercle en L ;

faites AE = a;, "I —-~*

AB = x , BD
=/BL = «, \

l'Arc AL =t, °^

& la Fluxion de

cet Arc = t ;

tirez le demi
Diamètre PL ;

d'abord la Fluxion de la Bafe ou Abcifle AB eft à la Flu-

xion de l'Arc AL , comme BL eft à PL \ c'eft-à-dire , x ou 1 :

{a. Ainfi — = t j ôc par la nature du Cercle ax— xx=* :

»» , d'où rf IX s= 2«« « OU g !""-j*
: ».

XXX. De plus par la nature de la Trochoide , LD = l'Arc

AL
,

ainlï « -+- t =y , d'où u •+• t == ^ t au lieu des Fluxions
• *

» ôc * fubftituez leurs Valeurs ôc vous aurez i=LL^> £"; d'où vous
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tirerez — fï -f. - — i = z ; faites donc

I-^5.=_DH ôc éle-

vez la perpendiculaire HC.
XXXI. Corol. i. Il fuit de laque DH = 2BL , ôc CH= iBE ,

c'eft-à-dire que EF coupe par la moitié le Raïon de Cour-
bure CD au Point N ; cela fe voit en fubftituant les Valeurs de ^ÔC

^ dans l'Equation t-tâS= DH , ôc en réduifant le réfultat.

XXXII. Corol. 2. De là on voit que la Courbe FCK , de',

crite par le Centre de Courbure de ADF , eft une autre Trochoïde
égale à la premiere ; mais dont les Sommets I & F fe joignent

aux pointes de cette même premiere Trochoïde ; car imaginons un
Cercle Fa de même grandeur ôc pofition que ALE , ôc C/3 paral-

lèle à EF , rencontrant le Cercle en a ; l'Arc Fa fera = l'Arc EL
== NF = Ca.
XXXIII. Corol. 3. La Ligne droite CD perpendiculaire

à la Trochoide IAF , fera Tangente de la Trochoïde IKF au
Point C.

XXXIV. Corol. 4. De là on voit encore que fi à la poin-

te K de la Trochoïde fupérieure , on fufpend au bout d'un fil un
poids à la hauteur KA ou 2EA , ôc que tandis que le poids fait

fes Vibrations le fil s'applique fur la Trochoïde KF ôc Kl
,

qui

iui réfifte de chaque côté ôc l'empêche de fe tendre en Ligne droite ,

ôc au contraire en repoufïe ôc Courbe en Trochoïde la partie

fupérieure , tandis que l'inférieure demeure une Ligne droite ; on
voit, dis-je, que le poids fe mouvra dans le Périmètre de la Trochoï-
de inférieure

,
parce que le fil CD lui fera toujours perpendiculaire.

XXXV. Corol. 5. Ainii la longueur entière du fil KA eft

égale au Périmètre KCF de la Trochoïde , ôc la partie CD du fil

eft égale à la partie CF du Périmètre.

XXXVI. Corol. 6. Puifque le fil par fon Mouvement
d'Ofcillation tourne autour du Point mobile C , comme autour d'un

Centre , la Surface que la Ligne entière CD décrit continuellement

fera à la Surface que la partie CN au-deflus de la droite IF décrit

dans le même temps comme CD 1
: CN* , c'eft-à-dire, comme

4:1, ainfi l'Aire CFN eft le quart de l'Aire CFD , ôc l'Aire

KCNE eft le quart de l'Aire AKCD.
XXXVII. Corol. 7. Puifque la Soutendente EL eft égale

& parallèle à CN , ôc qu'elle tourne autour du Centre immobile
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E ,
précisément dans le même temps que CN tourne autour du

Centre mobile C , les Surfaces qu'elles décriront dans le même
temps feront égales , c'eit-à-dire , l'Aire CFN fera égale au Ser-

ment de Cercle EL , & par conféquent l'Aire NFD fera triple de

ce Segment , & l'Aire totale EADF triple de celle du demi Cercle.

XXXVIII. Corol. 8. Lorfque le poids D arrive au Point

F , toute la longueur du fil fe trouve appliquée fur la Trochoide
KCF , ôc le Raïon de Courbure eft zero dans ce Point ; ainfi la

Trochoide IAF eft plus Courbe à fa pointe F qu'aucun Cercle,

ôc fait avec la Tangente prolongée un Angle de Contact infini-

ment plus grand qu'aucun Cercle ne peut faire avec une Ligne
droite.

XXXIX. Mais il y a des Angles de Contact encore infini-

ment plus grands que les Angles Trochoïdaux ôc d'autres encore

infiniment plus grands que ceux-ci , ôc ainfi à l'infini , ôc cependant

toujours moindres que des Angles Rectilignes ; par Exemple xx=
ay , xi = by 1

, x4 = cy> , xs = dy* , ôcc. déiigne une fuite de

Courbes dont chacune fait des Angles de Contact avec fon Abcifle

infiniment plus grands que ceux que forme avec fa même Abcifle

la Courbe qui la précède ; l'Angle de Contact que forme la pre-

miere xx = ay , eft de la même efpece que les Angles de Contact

que forme le Cercle , celui que forme la féconde x? = by- eft de
la même efpece que ceux de la Trochoide ; ôc quoique les Angles

des Courbes fuivantes excédent toujours infiniment les Angles des

précédentes , ils ne peuvent jamais arriver à la grandeur d'un An-
gle Rettiligne.

XL. De même x =y , xx= ay , xi = b-y , x* = ay , ôcc.

déligne une fuite de Lignes dont chacune forme au Sommet de
fon Abcifle un Angle infiniment plus petit que celui de celle qui

précède , ôc encore entre chacun de ces Angles de Contact on
peut trouver à l'infini d'autres Angles de Contact qui fe furpafleront

infiniment chacun.

X L I. L'on voit donc que les Angles de Contact d'une efpece t

font infiniment plus grands que ceux d'une autre efpece
,
puifqu'une

Courbe d'une efpece quelque grande que foit cette Courbe ne peut
au Point de Contact pafler entre la Tangente ôc une Courbe d'une
autre efpece quelque petite que foit cette Courbe ; ainfi un Angle
de Contact d'une efpece ne peut pas absolument contenir un Angle de
Contact de la même efpece comme le tout contient une partie 3



7 2 M E T H O D E
par Exemple l'Angle de Conta£t de la Courbe x<* = cy* , contient

néceflairement l'Angle de Contatt de la Courbe jci = ij' , & ne

peut jamais y être contenu ; car des Angles qui peuvent fe furpafler

mutuellement font de même efpece , comme cela arrive dans les

Angles de la Trochoïde ôc de la Courbe xi = by*.

X L 1 1. Et de là il eft évident que les Courbes peuvent dans de

certains points être infiniment plus droites ou infiniment plus Cour-

bes qu'aucun Cercle , ôc cependant ne jamais perdre leur forme de

Lignes Courbes. Mais tout ceci foit dit feulement en paflant.

XLIII. Exemple 5. Soit ED la Quadratrice du Cercle dé-

crite du Centre A , fur AE abaifTez

îa perpendiculaire DB ; faites AB =
x 3 BD =y , ôc AE = 1 ; vous au-

• • • • .

rez yx •— yy- — yx 1 = xy comme ci-

devant ; mettez 1 pour x ôc z^ pour y .,

l'Equation devient zx — z,y
z -— z.x z

• • • •= / , d'où zx — z
cy

1 •+ zx — 2.zxx

<— 1Zyy = y , réduifez Ôc mettez en-

core 1 pour x ôc z, pour y , vous aurez ^= !f2_±-L5.
v

; ^ôc pétant
1

.v—xx—yy

ainfi rrouvez faites i4-^ = DH , ôc tirez HC comme ci-devant.
X

X L I V. La Conftruction de ce Problême fera fort

courte
, puisqu'il ne faut que tirer D P perpendiculaire à

DT qui rencontra AT en P , ôc faire 2AP : AE : : PT : CM.

Car rv= l = -22, , ôc xy = ££i = — BP i ôc zy -+->
x — xx— yy — M ' J — BT J

x = — AP ôc x - xx „yy
par zy -H x = 7^TETq

par— AP=^

de plus 1 H- ^= g ,
puifqu'il eft= 1 ~H j£* = gl*. Donc

I -i- 22

VTx AE

EU<Mxk? = DH ; enfin BT : BD : : DH : CH
iBD X AP

; le Signe — indique feulement que CH doit être prife du

même côté de AB pat raport à DH.
XLV. Et de la même manière il ne faudra qu'un Calcul fort

court pour déterminer la Courbure des Spirales ou de toute autiv:

efpece de Courbes,

XLVI.
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XL V I. Lorfquc les Courbes font rapportées à des Lignes droi-

tes de toute autre manière , & qu'on voudra déterminer la Cour-
bure fans aucune Réduction précédente , on pourra appliquer la

Méthode dont je me fuis fervi pour tirer les Tangentes ; mais

comme toutes les Courbes Géométriques ôc Mécaniques peuvent
toujours fe rapporter à des co-Ordonnées perpendiculaires

, princi-

palement lorfquc les Conditions qui définiffent ces Courbes font

réduites à des Equations infinies , comme je le ferai voir ci-après ;

je m'imagine en avoir allez dit fur cette matière ; celui qui en vou-
dra davantage pourra aifément le fuppléer de lui-même , fur tout

après avoir jette les yeux fur la Méthode pour les Spirales que je

vais ajouter ici pour donner plus de facilité.

XLVIL Soit BC la Circonférence d'un Cercle , A fon Cen-
tre & B un Point donné dans fa Circonférence ; foit ADd une
Spirale , DC fa perpendicu-
laire , ôc C le Centre de
Courbure du Point D ; tirez

la droite ADK , faites CG
égale ôc parallèle à AK, tirez

la perpendiculaire GF qui ren-

contre CD en F ; faites AB
ou AK = i = CG , BK
= x , AD = y , ôc GF=
z^ ; enfuite imaginez que le

Point D décrit fur la Spirale

un Efpace infiniment petit Dd,
par ce Point d tirez le demi Diamètre Ak , faites Cg égale ôc pa-
rallèle à Ak -, tirez gf perpendiculaire à gC , Cd coupera gf en /
ôc GF en P ; prolongez GF en <p , de forte que G<p = gf-, tirez

de perpendiculaire à AK , ôc prolongez-la jufqu'à-cc qu'elle ren-
contre CD en I ; les Moments contemporains de BK , AD & G<p,

feront Kk , De ôc F<p
,
qu'on peut donc nommer xo , yo ôc ify.

XL VI IL Maintenant AK : Ae ou AD : : kK : de = yo , où
je prends x = i , comme ci-devant ; ôc CG : GF : : de : eD =
oyz^ , ainfi y^= y ; de plus CG : CF : : de : dD — oy x CF : :

dD : dl = oy x CF«7 ; mais comme l'Angle PCp = GC? =
DAd ôc l'Angle CP<p = Cdl = edD plus un droit = AD/, les

Triangles CP<p ôc AD^ font fembiables , ainli AD : Dd -. . CP
K



74 METHODE
eu CF : P<5 = o x CFa , retranchant F<p refte PF = o x CFf
— o y. zj, enfin en laiflant tomber fur AD la perpendiculaire CH ,

vous aurez PF : d\ : : CG : eH ou DH = ,i-—~.
, fubftituez i

-+. s^pour pour CF^ , vous aurez DH = -
yJryzz

—. On peut

obferver que dans ces efpeces de Calculs ,
je prends les Quantités

AD 6c Ae pour égales
, parce que leur Raport diffère infiniment

peu du Raport d'égalité. «

XL IX. On peut de la tirer la Régie fuivante. La Relation de

x ôc y étant donnée par une Equation quelconque , trouvez la Re-

lation des Fluxions x ôc y , fubiïituez i pour x ôc yz^ pour/ , ÔC

de l'Equation qui en réfulte tirez une féconde fois la Relation en-

tre x , y ôc ^,, fubflituez encore i pour x ; le premier Réfultat

bien réduit donnera y ôc z^ > & le fécond donnera z^ ; vous ferez

"ix; !H ' — DU > & vous élèverez la perpendiculaire HC , qui ren-

contre en C la Ligne DC perpendiculaire à la Spirale , C fera le

Centre de Courbure : Ou ce qui revient au même
,
prenez CH à

HD : : z, : i , ÔC tirez CD.

L. Exemple i. Si l'on a ax= y , Equation à la Spirale à'Ar-
• • •

chimede , on aura ax = y , ou a = yz^ en mettant i pour x ôc

yz^_ pour y ; & prenant encore les Fluxions on aura o = yz. -+* yK.;

ainfi un Point quelconque D de la Spirale étant donné ôc par con-

féquent la Ligne AD ou y , z^ fera auffi donnée = — 3 ôc z==—
y* ou — — ; ainfi faites i -4- ^— ^ : i •+ z& : : DA

, y : DH ;

& i : K.'- DH: CH.

Vous tirerez aifément la Conftruction fuivante ; prolongez AB
en Q , de forte que AB : l'Arc BK : : l'Arc BK : BQ , ôc faites

AB -h AQ : AQ : : DA : DH : : a : HC.
LI. Exemple 2. Si ax 1 = y* eft l'Equation qui détermine

la Relation entre BK ôc AD , vous aurez laxx = iyy
x

, ou zax
• • •

= 3^ y d'où vous tirerez inx = ^zyi H- 9%yy
x

> *L e^ donc =
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u-<
fr l __ *£ii££2. • ^ & ^ étant connues faites i -H 2^— <^ : 1

-1- 2^. : : DA : DH , ou ayant réduit l'Opération à une meilleure

forme , faites 9xi •+• 10 : çxx •+• 4 : : DA : DH.

LIL Exemple 3. De même li <ix l — bxy = ys déiigne la

Relation de BK à AD , vous aurez {^zl> =r, & ^-^r-^r-^V

= ^ ; d'où vous pourrez déterminer la Ligne DH & le Point C.

LUI. De cette façon vous déterminerez aifément la Courbu-

re des autres Spirales ; ôc à l'imitation des Régies que nous avons

données vous pourrez en inventer d'autres pour toutes les Cour-

bes.

L I V. Ce Problême eft donc entièrement difeuté , mais com-
me il eft iingulier 6c que ma Méthode de Réfolution eft linguliere

aullî ; je vais jetter les idées dune autre façon de le réfoudre
,

qui a plus de raport avec les manières ordinaires de tirer les Tan-
gentes , ôc qui d'ailleurs fe préfente plus naturellement. Si d'un

Raïon quelconque vous décrivez un Cercle qui coupe en différents

Points une Courbe quelconque , ôc fi vous imaginez que ce Cer-

cle s'étende ou fe referre de forte que les deux Points dinterfec-

tion coincident , il touchera la Courbe en ce Point; ôc' outre cela

iî vous fuppofez que fon Centre s'approche ou s'éloigne du Point

de Contact jufqu'à ce que le troifiéme Point d'Interfeclion tom-
be fur les premiers au Point de Conta£t , ce Cercle aura la même
Courbure que la Courbe dans ce Point de Conta£t , comme je

l'ai infinué ci - devant dans la dernière des cinq propriétés du
Centre de Courbure par le moyen de chacune defquelles j'ai

affuré qu'on pouvoit réfoudre le Problême d'une manière diffé-

rente.

Kij
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LV. Du Centre C & du

Cercle qui coupe la Courbe

aux Points d, D & 5 ;
abaif-

fez les perpendiculaires DB

,

db , (iS & CF fur l'Abciffe

AB ; nommez AB= x,BD
= y , AF = u j FC = t ,

& DC = s , BF = « — x,

& DB -4- FC = j -+ t ; la

fomme de leur Quarrez eft

égale au quarré de DC , c'eft-

à-dire , a 1 — aux -4- x1 -4-

yi
_l_ 2V/- -4- t- = 5S '> Poutr

-
. t 1 — i 1

H O
Raïon

D E
CD , fuit donc décrit un

abréger laites a 1

— q
1

, vous aurez x 1 — rux

r zty — o trouvez t : a & a* , & vous aurez / =s

y/ a i _j_ t- — q
1

.

L V I. Soit donc donnée l'Equation à la Courbe , dont on cher-

che la Quantité de Courbure; par le moyen de cette Equation vous

exterminerez l'une ou l'autre des Quantités x ou y , & vous aurez

une Equation dont les Racines db , DB , &T , dans le premier Cas

ou Kb, AB,AQ dans le fécond , feront aux Points d'Interfe£tion

d , D , S , &c. Puis donc que trois deces Lignes deviennent éga-

les , le Cercle touche la Courbe & a en même temps le même
degré de Courbure que la Courbe dans le Point de Contatt; elles

deviendront égales en comparant l'Equation avec une autre Equa-

tion fuppofée ,
qui a le même nombre de Dimenlions & trois Ra-

cines égales , comme Départes l'a fait voir ; mais on le fera en-

core plus promptement en multipliant les Termes deux fois par une

Progrelfion Arithmétique.

LVIL Exemple. Soit l'Equation à la Parabole œx=yy ;

exterminez x en fubftituant fa Valeur ^ __ ^ ^ 2t ^ t _ Qt

U. vous aurez trois Equations dont
aa *

a
r-

'

i
y

les Racines y doivent être faites ega- 4 + 2 1 o

les ; ainli je multiplie les Termes 3 ^ 1 o— 1

deux fois par une ProgrefTion Arith- iz£ w t -±. 2yi— o.

métique , comme vous le voyez ici, a* a

& :.
ai

12£ __ tH„z _i_ *„* = o . ou u = £ -H Ï4 > d'où vous4»

TT 1 ty
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tirerez aifément que BF = zx -+• \a , comme ci -devant.

LVIII. Un Point quelconque D de la Parabole étant donc
donné , tirez DP perpendiculaire à la Courbe , ôc fur l'Axe pre-

nez PF = 2ÀB , élevez FC perpendiculaire à FA , qui rencontre

DP en C , ce Point C fera le Centre de Courbure.

LIX. On peut faire de même pour le trouver dans l'Ellipfe ôc

dans l'Hyperbole , mais le Calcul fera défagréable , ÔC en général

dans les autres Courbes il fera fort ennuyeux.

Des J^ucfiions qui ont raport au Problème précédent,

L X. La Réfolution de ce Problême nous en fournit d'autres

comme
,

1. Trouver le Point ou la Courbe à un degré donne de Cour-

hure.

L X I. Ainfi dans la Parabole ax — yy , fi l'on demande le Point

ou le Raïon de Courbure eft d'une longueur donnée /; par le

Centre de Courbure trouvé ci - devant vous déterminerez le Raïon=
—7j- V au -+- 4-vx

,
qu'il faut par conféquent égaler à / ; ôc après

la Réduction vous aurez x = — ~a -+• v h^ff-

2. Trouver le Point de droiture.

LXII. J'appelle le Point de droiture celui ou le Raïon de
Courbure devient infini , ou bien ce qui revient au même , celui

ou le Centre de Courbure eft à une diftance infinie , tel qu'il eft au
Sommet delà Parabole aix = y* ; ce même Point eft ordinairement

celui d'Inflexion que j'ai montré ci - devant la façon de détermi-

ner ; mais ce Problême -ci peut fournir une autre manière qui eft

même affez élégante ; plus le Raïon de Courbure eft long
, plus

l'Angle DC^ ( Fig. fag. 65. ) eft petit , ôc par conféquent le Mo-
ment </!/'; ainfi la Fluxion de la Quantité ^diminue à mefure , 6c

s'évanouit lorfque le Raïon devient infini ; trouvez donc la Fluxion

^ 1 6c égalez-la à zero.

LXIII. Comme fi vous voulez déterminer la Limite de l'In-

flexion dans la Parabole de la féconde efpece , dont Dcfcartes fe

fervoit pour conftruire les Equations du lixiéme degré , l'Equation

à cette Courbe eft xi — bx 1 — cdx -+- bed +• dxy = o; ce qui
• • • • •

donne 3XX 1 — 2bxx — cdx -+- dxy -+- dxy =0 ; écrivez 1 pour
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x 6c 2^ pour y , vous aurez 3.V 1 — zbx — cd -f- dy +- A-^ = o

d'où 6xx— zbx -h dy -+- dxz^-+- dx^= o ; mettez encore 1 pour

pour y & o pour ^ , vous aurez 6x •+• ib -+- idz^= o , ou
1 N.

o
rfr = b — 3.V ; exterminez ^ en fubftituant cette Valeur dans l'E-

ôc vous aurez —
étant fubftitué au

-+- bed = o ,
pour

Y

quation 3XX — 2bx — cd -f- dy •+. dx^-.

ùx — cd -ï- dy = o , ou ^ = f -1- ^i ; ce qui

lieu de^ dans l'Equation à la Courbe, donne xi

déterminer la Limite de l'Inflexion.

LXIV. Par une femblable Méthode vous

pourrez déterminer les Points de droiture qui

ne tombent pas dans les Limites de l'Inflexion,

comme li l'Equation à la Courbe eft x* — 4.-7x3

•+ ôa'-x 7- —• by — o , vous aurez d'abord 4x3

— izax* -+- \2a lx — £*<,= o , ôc de la i2x l

• *— î^ax -+ i2a z — £3^= o ; fuppofez ^ —
o , vous trouverez x — a ; ainii prenez AB =
a , & élevez la perpendiculaire BD , elle rencontrera la Courbe au

Point de droiture D.

3. Trouver le Point de Courbure infinie.

LXV. Trouvez le Raïon de Courbure ôc égalez -le à zero.

Dans la Parabole de la féconde efpece dont l'Equation eft x3 z=ay^
f

le Raïon CD fera = —
6a V 4-ax -t-pxx ; qui eft égal à zero lorf-

que x = o.

4. Déterminer le Point de la plus grande ou de la moindre Cour-

bure.

LXV I. Dans ces Points le Raïon de Courbure devient ou un

plus grand ou un moindre , ainfi le Centre de Courbure dans cet

inftant n'avance ni ne recule vers le Point de

Contact , mais il eft en repos ; trouvez donc

la Fluxion du Raïon CD , ou plutôt celle des

Lignes BH ou AK , ôc égalez-la à zero.

LXV II. Dans la Parabole de la féconde

efpece x* = a xy en déterminant le Centre de

Courbure vous trouverez d'abord DH =

—
6x ; ôc par conféquent BH = —fx ;

P*
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faites BH =3 « , c'eft-à-dire ,
- + ;/ = », vous aurez —

-* -4- r y «= « ; fuppofez maintenant a ou la Fluxion de BH= o :

de plus puifque x* = ^ 2
j/ , vous aurez 3xx* = ^ , mettant 1

pour x ôc ^ pour^ ; vous aurez 4jx4 =^4 • prenez donc AB

z=^^i-=^x45 *
; élevez la perpendiculaire BD , elle ren-

contrera la Courbe au Point de la plus grande Courbure , ou bien

ce qui eft la même chofe , faites AB : BD : : 3^7 : r.

L X V 1 1 1. On trouvera de la même manière que l'Hyperbole

de la féconde efpece dont l'Equation eft xv* =
ai eft le plus courbée aux Points D ôc d , ce que

vous pourrez déterminer en prenant fur l'Ab-

cifle la Ligne AQ= 1 , élevant la perpendicu-

laire QP = V j , ôc Qp de l'autre côté auffi =
V y , ôc en tirant AP ôc Ap ; car elles rencon-

lieront la Courbe aux Points cherchés D ôc d.

•y. Déterminer le lieu du Centre de Courbure
,

ou bien la. Courbe où ce Centre fc trouve toujours.

LXIX. Nous avons déjà fait voir que le

Centre de Courbure d'une Trochoïde fe trou-

ve toujours dans une autre Trochoïde. De même
le Centre de Courbure de la Parabole fe trouve toujours dans une
Parabole de la féconde efpece , dont l'Equation eft axx = yi , com-
me on le verra aifément par le Calcul.

6. Trouver le Foier lumineux d'une Courbe , ou bien le concours des

Ratons rompus par chacun de [es Points.

LXX. Trouvez la Courbure de la Courbe à ce Point; du Cen-
tre ôc du Raïon de Courbure décrivez un Cercle ôc trouvez le

concours des Raïons rompus par le Cercle dans ce Point , il fera

îe même que celui des Raïons rompus par la Courbe.

L X XI. On peut ajouter à ces Problêmes une façon particulière

de trouver la Courbure aux Sommets des Courbes lorfqu'elles cou-
pent leurs Abciffes à Angles droits ; car dans ce cas le Point où la

perpendiculaire à la Courbe coupe l'Abciffe eft le Centre de Cour-
bure , ainii la Relation donnée de l'Abcifle x ôc de l'Ordonnée per-
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pendiculaire y , donnera celle des Fluxions x ôc y ; & le Raïon ae

Courbure fera la Valeur de yy , après avoir fait i s= x &cy = o.

L XXI I. Ainfi dans l'EUipfe ax — -jxx = yy , on a —— ^
s= yv ; fuppofant dans la premiere Equation ^ = o , on a .« = ^ ,

& mettant dans la féconde b au lieu de at & i au lieu de x ,
on

trouve yy z='\a = la longueur du Raïon de Courbure ; ôc de même

aux Sommets de l'Hyperbole 6c de la Parabole , le Raïon de Cour-

bure fera toujours la moitié du Paramètre-

L XX 1 1 1. De même dans la Conchoïde repréfentée par l'Equation

hl£L xbc+ çc— 2 bx— xx = yy , la Valeur de yy fera— ^——
xx x — bb /J **

É£ — ^ — x ; fuppofez donc y — o , & par conféquent x c ou

M
, vous aurez — — — zb — c , ou a£ + pour le

Raïon de Courbure ; faites donc AE : EG : : EG : EC , & Ae :

eG : : eG : w , & vous aurez les Centres de Courbure C ôc c ,

aux Sommets E & * des Conchoïdes conjuguées.

PROBLEME
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PROBLEME VI.

Si

Déterminer dans les Courbes la, Quantité de la Courbure à un
Point donné quelconque.

I. T~> A R Qualité de la Courbure
,
j'entends ici fa Forme , eu égard

1 à Ton plus ou moins d'uniformité , ou à fon plus ou moins
de variation dans les différentes parties de la Courbe ; ainiî on peut
dire que la Qualité de la Courbure d'un Cercle eft uniforme ou in-

variable ; dans une Spirale décrite par le Mouvement accéléré du
Point D de A vers D , &
emporté par la droite AK

,

tournant uniformément au-

tour du Point A , l'accéléra-

tion étant telle que la droite

AD foit toujours en même
Raport avec l'Arc AK , la

Qualité de la Courbure fera

variée uniformément , c'eft-

à-dirc , également inégale.

On peut dire que d'autres

Courbes dans différentsPoints

ont la Courbure inégalement inégale , felon la variation de cette

Courbure.

I I. On demande donc l'inégalité ou la variation de Courbure
dans chaque Point de la Courbe , ôc fur cela on peut obferver

,

III. !. Qu'aux Points femblablement placés dans les Courbes
femblablcs , la variation de Courbure eft femblable.

IV. 2. Qu'à ces Points les Moments des Raïons de Courbure
font proportionels aux Moments contemporains des Courbes , 6c

les Fluxions aux Fluxions.

V. 3. Ainfi lorfque ces Fluxions ne feront pas proportionelles
,

la variation de Courbure ne fera pas femblable ; car la variation eft-

plus grande où la raifon de la Fluxion du Raïon de Courbure à la

Fluxion de la Courbe eft aufïï plus grande ; cette raifon des Flu-
xions peut donc être regardée comme l'Indice de la variation de
la Courbure.
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V î. Aux Points D 6c d indéfiniment près l'un de l'autre dans

la Courbe ADi, foient tirés les Raïons

de Courbure DC , de ; Dd étant le

Moment de la Courbe , Ce fera le

Moment contemporain du Raïon de

Courbure , & — fera l'Indice de la va-

riation de la Courbure ; car cette va-

riation fera précifement telle & aufii

grande que la Quantité du Raport

Sf l'indiquera. Ou bien ce qui revient

au même , la Courbure fera précife-

ment différente d'autant de la Courbure

uniforme du Cercle.

VII. Abaiffez maintenant les Lignes DB , db , Ordonnées per-

pendiculaires à une Ligne AB qui rencontre DC en P ; faites AB
b= x , BD = y , DP = * , DC = u

; par conféquent Bb =
XO , Ce = uo , ÔC BD : DP : : Bb : Dd = «£ & 9l - 2 = ul

,

en faifant x — î. La Relation de x & y étant donc donnée par une

Equation quelconque ; 6c par les Prob. 4 6c 5 , la perpendiculaire

DP ou t , le Raïon de Courbure * , la Fluxion « de ce Raïon

étant trouvés , l'indice - de la variation de Courbure fera auflî

donné.
VIII. Exemple i. Soit donnée l'Equation à la Parabole

zax = yy , vous aurez par le Prob. 4 , BP = a , èc par conféquent

DP = v^'aa -\-yy =f t ;
par le Prob. j , BF = a + 2X , 6c BP •'

DP : : BF : DC = ûL±-h!ï — u ; mais les Equations lax = yy }
a

. •••
<ia -+- yy = tt , -ôc f + * - — u , donnent zax = 2yy, zyy — ztt,

,. , 'a
^ <it+itx + itx — u • mettant 1 au lieu de x , vous aurez y = — >

a

t ==

'

yl = ± , 6c « =y _ " Ar à = a f+ "*+* *
}

ayant donc ainfi trouvé^, ? 6c

ôc u , vous aurez l'Indice ly de la variation de la Courbure.
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IX. Comme fi on fuppofoit en Nombres que a — 1 , ou. ix

= yy & * = \ , alors / = V^ 2* = i,j/=1=i,/ = V/ aa-t-yy

s- •z , ; = i-= Vi , & ; = «±J«±2! = '3^* î *nfi â sa. j ;

qui par conféquent eft le Nombre qui indique la variation de la

Courbure.

X. Si x — 2 , alors y = 1 ,_y — ;,* = •$ , * = y* , & » =-

«vfç ; ainfî - = 6 indique ici la variation de la Courbure.

XI. Ainfi dans cette Parabole au Point ou l'Ordonnée perpend

diculaire à l'Axe eft égale au Paramètre , la variation de la Cour-

bure eft double de celle du Point ou l'Ordonnée n'eft que la moi-

tié de ce Paramètre ; c'eft- à-dire , la Courbure de ce premier

Point diffère de celle du Cercle une fois plus que celle du fécond

Point.

X T I. Exemple 2. Soit l'Equation zax — bxx =3 yy ; par

le Prob. 4. vous aurez a — bx = BP , ôc de la tt = aa — zabx

.+- bbxx -+-yy = aa — byy -+- yy- Par le Prob. 5. DH = y -\-

>1 * by '-

ôc fubftituant tt— aa au lieu de yy— byy , vous aurezDH —
aa.

-
; ôc BD : DP : : DH : DC = L = u ; Mais les Equations zàx

au a "

— bxx — yy , aa — byy +• yy — tt , Ôc - = a donnent rf —
bx = yy ,yy — byy = tt , ôc Lw = ; ayant donc trouvé » vous

aurez aufïi - qui eft l'Indice de la variation de la Courbure.

tij
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XIII. Aihfi dans l'Ellipfe zx —

3xx =zyy , ou a = i , & 4 = S ; fi

nous faifons x ~
\ , nous aurons^ ~

1 j y = — I ./s^', / = 1/2
, « —

3V
S- , & par conféquent "I = 1 nom-

bre qui indique la variation de la Cour-
bure. D où l'on voie que la Courbure
'de cette Ellipfe à ce Point D eft deux
fois moins inégale ou deux fois plus
femblable à la Courbure d'un Cercle
que la Courbure de la Parabole au Point
ou l'Ordonnée égale la moitié du Pa-
ramètre.

XIV. Si nous comparons les Conclu fions tirées de ces Exem-
ples

, nous verrons que dans la Parabole dont l'Equation eft nax

—yy , l'Indice
!±y

fera = H
, que dans l'Ellipfe dont l'Equation

%y —.ih
cft zax bxx = yy , cet Indice lv = x BP; & que dans

l'Hyperbole par Analogie ^ = ?* + ?*" x BP ; d'où il eft évident

qu'aux différents Points d'une Section Conique quelconque confi-

derée feule & féparément , la variation de Courbure eft comme le

Rectangle BD x BP , & qu'aux différents Points de la Parabole
elle eft comme l'Ordonnée BD.
X V. Comme la Parabole eft la figure la plus fimple de toutes

celles qui ont une Courbure inégale , ôc comme la variation de fa

Courbure fe détermine fort aifément
,
puifque l'Indice de cette va-

riation eft g x Ordonnée . jes Courbures des autres Courbes pourront
Paramètre *

fort bien être comparées avec la Courbure de la Parabole.

XVI. Comme iï l'on demandoit qu'elle eft la Courbure de l'El-

lipfe ix — 3 x*; == yy , au Point du Périmètre ou x = \\ l'on a

trouvé ci-devant que l'Indice eft \ ainfi l'on peut répondre qu'elle

eft comme la Courbure de la Parabole 6x = yy , au Point de

cette Courbe , ou l'Ordonnée perpendiculaire à l'Axe eft égale

à \.

XVII. De même comme la Fluxion de la Spirale ADE eft à
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la Fluxion de la Soutendante AD , dans une Raifon donnée ; par

Exemple , comme d : e ; élevez fur la con-

cavité de cette Courbe la Ligne A P

(= —

—

r=r x AD") Perpendiculaire fur

AD ; P fera le Centre de Courbure , &
£2 ou ~

e

, fera l'Indice de la variation,
AD V ai — ee

de forte que cette Spirale a partout une va-

riation femblable de Courbure , comme celle

que la Parabole 6x ss yy a dans le Point

ou l'Ordonnée perpendiculaire à l'Abcifle eft

égale à —

:

XVIII. De même l'Indice de la variation de Courbure d'un
Point quelconque de la Trochoïde

, (
Voyez Fig. de l'Art. 29.

pag. 69. ) eft ~ ; ainfi fa Courbure à ce même Point D eft auffi

différente de celle d'un Cercle que la Courbure d'une Parabole quel-

conque ax = yy au Point ou l'Ordonnée eft ~a x *£
#

XIX. Ces Réflexions fuflifent pour faire fentir le fens dans le-

quel j'ai pris ce Problême , & quand une fois on l'aura bien con-
çu il n'y aura plus de difficulté à faire d'autres Exemples , & même
à trouver d'autres manières d'opérer lorfqu'on en aura befoin ; de
forte qu'il fera toujours aifé à l'ennui près du Calcul de traiter des
Problêmes de même efpece comme pourroient être les fuivants.

1. Dans une Courbe quelconque trouver le Point ou la variation

de la Courbure eft la plus grande ou la moindre , infinie ou nulle.

XX. Par Exemple , aux Sommets des Sections Coniques la va-
riation de la Courbure eft nulle , à la pointe de la Trochoïde elle

eft infinie ; dans l'Ellipfe elle eft la plus grande aux Points ou le

Rcclangle BD x BP eft le plus grand.

2. Déterminer une Courbe d'une efpece définie
, par exemple

, une
Section Conique dont la Courbure à un Point quelconque foit ê<zale &
femblable a la Courbure d'un Point donné d'une autre Courbe quelcon-

que,

3 . Déterminer une Section Conique à un Point quelconque de la,

quelle la Courbure & là fofition de la Tangente par raport à l'Axe
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foit [emblable à la Courbure & à la fofition de la Tangente à m Point

donné d'une autre Courbe quelconque.

XXL Ce Problême peut avoir Ton ufage ; car au lieu des EI-

lipfes de la féconde efpece dont De/cartes a démontré les propriétés

pour rompre la lumière , on peut fubftituer les Sections Coniques

qui feront la même chofe à très -peu près. La même choie doit

s'entendre des autres Courbes.

PROBLEME VII-

Trouver autant de Courbes que l'on voudra dont les Aires

[oient exprimées par des Equations finies.

I. A U Sommet A de l'Abeille AB d'une Courbe , foit élevée

_/"\. l a perpendiculaire AC = i , & foit CE
parallèle à AB ; foit aufïi DB une Ordonnée
perpendiculaire qui rencontre CE en E , ôc la

Courbe AD en D ; concevez que les Aires

ACEB & ADB font produites par le Mouve-
ment des droites BD ôc BE le long de la Ligne

AB ; les augmentations de ces Aires ou leur

Fluxions feront toujours comme ces Lignes BD
ôc BE ; ainli le Parallélogramme ACEB ou AB
x i = x , ôc l'Aire de la Courbe ADB = 2^; les Fluxions xtk <.

feront comme BE ôc BD ; de forte que faifant x = 1 = BE ,

• fera = BD.

1 1. Si donc on prend une Equation quelconque pour détermi-

ner la Relation de x ôc de ^, on en tirera la Valeur de ^ , ôc l'on.

aura ainfi deux Equations , dont l'une déterminera la Courbe ôc

l'autre fon Aire.

X E M P L E.

III. Prenez xx = ^, vous aurez 2xx == z^ , ou zx = ^ ,

parce que x sas ï.
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x' 3** T-

IV. Prenez — = ^ , vous aurez -7 = ^, Equation à la Pa-

rabole.

V. Prenez axi = ^ , ou «r*f = * , vous aurez è*M = s^

ou \ax = 2^2; , Equation encore à la Parabole.

V I. Prenez a^x
' 1 = ^ , ou aîx' = ^, vous aurez— al x"' =

\ , ou al -+- \xx= o. La Valeur négative de 2^ marque feulement

que BD doit être prife du côté oppofé à BE.

V 1 1. Si vous prenez c%a* +- r-x l = z? , vous aurez zc lx =
ex •

2*& , & après avoir exterminé ^, ^-^çfK = *

V 1 1 1. Ou fi vous prenez
ai-±±l >/ * rf .+. xx — 2^ ", faites

v aa -f- xx = u , vous aurez — = 2^ , oc —g- = 2^ ; 1 liqua-

tion <z<tf •+• .v* = «a donae 2x = 2»» , exterminez « & vous

5»x- • 5X
aurez — — ^ — h

V aa-\- xx.

I X. Enfin fi vous prenez S —; 3x2; -t- X — *& j vous aurez

— 32^— 3*>.-4- ^= 22^ ; au moyen de la premiere Equa-

tion vous trouverez l'Aire 2^ } & l'Ordonnée 2^ par l'Equation qui

vous réfultera.

X. Ainfi vous pourrez toujours par les Aires déterminer les Or-

données aufquelles elles appartiennent.
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PROBLEME VII L

Trouver autant de Courbes que Von voudra , dont les Aires

/oient à I Aire d'une autre Courbe donnée dans un raport

qui puijfe être exprimé par des Equations finies.

l
S

O i T FDH une Courbe donnée , ôc GEI la Courbe cher-

chée ; concevez que leur Ordonnées DB ôc EC fe meuvent
perpendiculairement fur leurs AbcifTes ou Bafes AB ôc AC ; les

augmentations ou Fluxions des Aires qu'elles décrivent , feront

comme les Ordonnées multipliées par les VirefTes de leurs Mouve-
ments , c eft-à-dire , par les Fluxions de leurs Abeilles ; faites donc

AB = x , BD = u , AC = ^, ôc CE =y , l'Aire AGEC =
• • • •

t ; les Fluxions de ces Aires feront s ôc t , ôc vous aurez xu :zy::
• • * • • •

s : t , faifant donc x = i ôc u = s , vous aurez zy = t , ou

t

z

I 1. Ainfi deux Equations quelconques étant données , dont l'une

exprime la Relation des Aires s ôc t , ôc l'autre la Relation de leurs

AbcifTes x ôc ^, vous aurez les Valeurs de t ôc de ^., qu'il ne fau-

dra plus que fubftituer dans l'Equation 4- = /•
z

III.
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III. Exemple i . Suppofons que la Courbe donnée FDH
,

foit un Cercle reprefenté par l'Equation ax — xx = uu , & que

l'on cherche d'autres Courbes dont les Aires foient égales à celles

de ce Cercle
;
par l'Hypothefe s = t , donc J = *ôcy == i.=

— , relie à déterminer ^.par l'Equation donnée entre x ôc s^.

I V. Comme fi ax = », a fera = 22^, mettant donc — au

lieu de ^, y = — fera = 2
«!iî ; mais « = 1/ ax — ~7x = ±

z ' a

V aa — z^j donc 1*5 v' au — z&.= y eft l'Equation à la Courbe

dont l'Aire eft égale à celle du Cercle.

V. De même fi xx = ^ ,
xx fera = ^ôcy= — = -!i

; exter-

minant « & x
, / fera = v

ZZ-

V I. Ou fi ce = a-^ , fera = ^-+- .v^ ôc — ~ = y —
c ' /

V II. Ou bien fi ax -h -7 = ^, a •+- s fera = ^ & —
«4-j-

;'

= T^Tu > ce qui déligne une Courbe Mécanique.

VIII. Exemple 2. Soit encore donné le Cercle ax xk= uu
, Ôc que les Courbes cherchées foieht telles que leurs Aires

ayent une Relation quelconque donnée à l'Aire du Cercle ; fi vous
prenez ex -+- s = t

, ôc que vous fuppoïîez ** =, ^ ; voùs aurez

r -4- j = / , ôc a =-• 2^; ainli y = L. fera = z« + »« ; & fub(lir

tuant • </.v — .vx pour j 6c — pour .v
, y fera =

a

if* 4, **

V' rf<' 2&

I X. Mais fi vous prenez s — *"' = t ôc x = *
, vous aurez

' = ^ ôc 1 = <.; arafi/ « I. fera ^ f _ m«£ ou = â

M
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— ~-~

; exterminant u au moyen de l'Equation ax — kx uu
<f

qui donne a — 2x = iuu , vous aurez y = 101 , & fubftituant

V- ~7ix~^— xx ôc g. Valeurs de a & de x , vous aurez enfin y =
a

X. Si Si = t ôc x = s£_, 2 jj fera = *• ÔC i = iz&; ainfi/=
fera ===

qÀTjfc , fubftituant V ax — xx ôc zx^ pour j & x , vous
* _

aurez y = 4*^ v'
v" — v. Equation à une Courbe Mécanique.

XL Exemple 3. On peut de la même manière trouver des

Figures qui ayent une Relation donnée avec telle autre Figure don-

née que l'on voudra. Soit donnée lFIyperbole ce +• xx = uu , li

vous prenez s — t ôc xx = cz^ , vous aurez s = t ôc ix = cz^ ;

ainlîj/ = t- fera = — ', fubftituant V ce -4-xxpour s, ètàzf pour

c

x , vous aurez y = — V cz -4- z&

XII. Et de même ii vous prenez xu — s = t , ôc xx = cz^ y
• • • •

vous aurez u •+• ux— s = t ôc 2 y = r^; mais u = j ôc par con-

féquent ux = t \ ainfi /= — fera == — ; de plus or -I- xx = »«

donne a: = »« j ainil j' = ~
; ôc fubllituant V ce -4- xx pour u , ôc

fèzr pour x , / fera = — ,

XIII- Exemple 4. Si l'on vouloit rapporter d'autres Figures

à la ChToïde donnée "~=rzzn=«ôc queleurRelationtut—k^x—xx
V ax — xx

^ - s = * ; faites y- ^ ^x — xx= h , vous aurez /; -+- 7 i=V;

mais l'Equation ^— = hh donne 9 =2M;extetminant

A , h fera = 7- î de plus 7- * = 7 « = —=== Donc

*, Pour déterminer s; ôc 2; prenez • <a* — ^x = ^,
y/ fl« — X*
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vous aurez — <f=2^ou^= — — ;ainfiy=~ fera=

9i

v «x — »•*

= v zzx = v7 ax = v7 ,/.* — ^ ; comme cette Equation appar-
a— x

rient au Cercle vous aurez le Raport des Aires du Cercle & de la

GiToïde.

XIV. Si vous prenez "—Vax xx -H ht = t y ôc x =
"V.*

vous en tirerez y = */ az^—
:
«yr^, Equation qui appartient encore

au Cercle.

X V. Et tout de même fi une Courbe Mécanique quelconque

étoit donnée , on pourroit trouver d'aurres Courbes* Mécaniques.

Mais pour avoir des Courbes Géométriques il convient que quel-

qu'une des Lignes droites qui dépendent Géométriquement les unes

des aurres foit prife pour l' Abeille ou Baze , 6c que l'on cherche

l'Aire qui completre le Parallélogramme en fuppofant fa Fluxion
égale à l'Abcifle multipliée par la Huxion de l'Ordonnée.

XVI. Exemple 5. Ainfi la Trochoïde ADF étant propofée ,

je la rappor.e à

l'Abcifle AB ,

ôc le Parallelo-

grammeABD

G

étant achevé
,
je

cherche la Sur-

face de comple-

ment A DG , en

la fuppofant dé-

crite par leMou-
vement de la

droite GD,donc

par conféquent

la Fluxion eft

égale à la Ligne

GD, multipliée

par la Vitefle du Mouvement , c'eft-à-dire , = x x u ; mais com-
me AL eft parallèle à la Tangente DT , AB fera à BL comme la

Fluxion de la même AB à la Fluxion de l'Ordonnée BD , c'eft-à-

dire comme 1 : u ; ainfi u = ^L. , ôc xu = BL ; ainfi l'Aire ADG
Mij
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eft 'décrite par la Fluxion BL , & comme l'Aire Circulaire ALB
eit décrite auffipajrla même Fluxion, ces deux Aires feront égales.

XVII. De même fi vous imaginez que ADF foit une Figure
d'Arcs ou de Sinus verfes , c'eft-à-dire , ti. vous fuppofez l'Ordon-

née BD égale à l'Arc AL ; la Fluxion de l'Arc AL fera à la Flu-

xion de l'AbcilTe AB comme PL eft à BL, ou u : i : i : V nx—xx
,

ôc n = i v as—^c '> ^ Fluxion ux de l'Aire ADG fera Tv~ax -^~« :

Si donc on imagine une droite — appliquée perpendiculai-

ment à un Point B de la droite AB , elle fera terminée par une
Courbe Géométrique dont l'Aire adjacente à l'AbcilTe AB fera égale

à l'Aire ADG.
XVIII. Et de même on peut trouver des Figures Géométri-

ques égales à d'autres Figures formées par l'application fous un An-
gle quelconque des Arcs d'un Cercle , d'une Hyperbole , ou d'une

autre Courbe quelconque , fur les Sinus droits ou verfes de ces Arcs,

ou fur toutes les autres Lignes droites qui peuvent être déterminées

Géométriquement.
XIX. La façon ne fera pas longue pour les Spirales. Du Cen-

tre A de Rotation , & du Raïon quelconque AG , foit décrit l'Arc

DG
,
qui coupe la droite AF en G ôc la Spirale en D. Cet Arc

comme une Ligne qui fe meut fur l'AbcilTe ÀG , décrit l'Aire delà

Spirale AHDG ; ainfi la Fluxion de cette

Aire eft à la Fluxion du Reclangle i x AG,
comme l'Arc GD eft à i ; élevez la per-

pendiculaire GL égale à cet Arc , elle dé-

crira en fe mouvant de même fur la Ligne

AG l'Aire A/LG égale à l'Aire de la Spi-

rale AHDG 3 & la Courbe hIL fera Géo-

métrique ; de plus tirez la Soutendente AL ,

le Triangle ALG fera =^AG xGL = iAG
x GD = au Se£teur AGD ; ainfi les Seg-

ments de complement AL/ ôc ADH feront

auffi égaux. Ceci convient non feulement

à la Spirale d
!

'Arehimcâe , ou A/L devient la Parabole d' Apollonius ,

mais à toutes les Spirales quelconques ; de forte qu'elles peuvent

tputes fe convertir aifémçnt en Courbes Géométriques égales.

X X. J'aurois pu donner un plus grand nombre d'Eflais fur la

or
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Conitruction de ce Problème ; mais ceux-ci (uffifent 3 car ils ont une
généralité fi grande qu'elle embraffe tout ce qui a été trouvé fur les

Aires des Courbes , ôc je crois même tout ce qu'on pourra trouver:

à cet égard , & cela avec une facilité de le déterminer , dont les

Méthodes ordinaires d'opérer ne peuvent approcher.

X X I. iMais le principal ufage de ce Problême & du précédent

eft de trouver des Courbes comparables avec les Sections Coniques

ou d'autres Courbes de grandeur connue , & de difpofer par Ordre

& dans une Table les Equations qui les dcfinifient ; car cette Table

étant confiante , il n'y aura qu'à voir fi l'Equation de la Courbe
dont on cherche l'Aire s'y trouve , ou bien fi elle peut fe transfor-

mer en une autre Equation qui s'y trouve ; car alors l'Aire pourra

toujours être connue. Outre qu'une Table de cette efpece peut

s'appliquer à la détermination de la longueur des Courbes , à l'in-

vention de leurs Centres de gravité , des Solides produits par leur

Révolution , des Surfaces de ces Solides , & en général à trouver

une autre Quantité Fluente quelconque
,
produite par une Fluxion

qui lui eft analogue.

PROBLEME IX.

Trouver l'Aire dune Courbe propofè'e quelconques

1. 1 A Réfolution de ce Problême dépend de celle du Prob. 2.

| ^ où parla Relation donnée des Fluxions,

on trouve celle des Fluentes. Concevez com-
me ci -devant que la droite BD perpendiculaire

à TAbciffe AB décrive par fon Mouvement
l'Aire cherchée AFDB , & qu'en même temps

une Ligne égale à l'unité décrive de l'autte

coté de ABle Parallélogramme ABEC ; fi vous

fuppofez que BE foit la Fluxion de ce Parallé-

logramme 3 BD fera la Fluxion de l'Aire cher-

chée.

1 1. Ainfi faites AB = x , ABEC fera = 1 x x - * , & BE =

x ; nommez ^l'Aire AFDB , BD fera = ^ = — puifque x = 1 i

ainfi l'Equation qui exprimera BD exprimera en même temps le
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Raport de — , & par le premier Cas du Prob. 2. vous trouverez la

Relation des Quantite's Fluentes x & %.

III. Exemple, i. Lorfque BD ou 2^ eft égal à quelque Quan-
tité fimple.

IV. Comme fi vous avez — = 2^ ou -î
3 Equation à la Parabole,

vous aurez par le Prob. 2. — = ^ 3 d'où — = 7 AB x BD = à

l'Aire de la Parabole AFDB.

LV. Si vous avez — = 2^, Equation à la Parabole de la féconde

efpece , vous aurez -g = <,, cell- à -dire
, | AB x BD = à l'Aire

AFBD.
a'

VI. Si vous prenez — = 2; , ou

alA—i — 2^ , Equation à l'Hyper-

bole de la féconde efpece , vous

aurez — aix~~l = 2L, ou — — =
^,c'eft-à-dire,ABxBD= à l'Aire A~ "Xe B

HDBH d'une étendue infinie
,

prife de l'autre côté de l'Ordonnée BD } comme le défigne la Va-

leur négative indiquée par le Signe —

.

VIL De même -^ = K.> donne — ££=*<.•

VIII. Soit ax = 2,2^, ou aixi = 2^, Equation à la Parabole ,

vous aurez ****» = 2; , c'eft - à - dire , \AB x BD = à l'Aire

AFDB.

IX.^ = *& donne *«**? = ^> ou 2AB x BD = AFDB.

X. £ = ik. donne - f =?, ou 2AB x BD = HDBH.

XI. ax* — $ donne |4b$ = *. , ou ; AB x BD = AFDB ,

& ainii des autres.

XII. Exemple 1. Lorfque ^ eft égale à une Somme de Quan-

tités fimples.
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XX • xx x'

XIII. Comme x -+• — = ^ , vous aurez — +- — = 2;.

XIV. Si * -H — = 2;, ax— — fera = ^

XV. 3*r — — — — = ^ donne ax* -i- —— 4x1 = 2;.

XVI. Exemple 3. Où il faut une Réduction par la Divifion.

XVII. Soit donnée jqr^ = 2; Equation à l'Hyperbole à'^pol-

/<?«/'«/ ; faites la Dividon a Iinhni oc vous aurez 2^ = j- — -£? -+-

tt- >l
?
&c

-
El de là Par le Prob- 2

- * = x-tS -*-§?-

— &c

XVIII. t~+ - = ^ devient par la Divifion 2^= 1 —- x %
-f.

*4 — x*
, &c. Ou bien {= ~ — £ -+- ~ , ôcc. Et par le Prob.

2. ^= x — fx3 -h £* — ;*7 , ôcc. = AFDB , ou ^ = —
T "*"

77* — >

*'
>
&c

* = HDBH.

XIX. Soit donnée 7^7^^ = 2;, par la Divifion elle devien-

dra z^= îxi — 2x -+-jxi— i$x*-+- 34xf
y
ôcc. Et par le Prob. 2.

5^= fx'
— X1 -h fxi — l

jx3 +- f-xi , &C.

XX. Exemple 4. Où il faut une Réduction par l'Extraction

des Racines.

XXI. Soit donnée 2^= V au -+. xx Equation à l'Hyperbole ,

faites l'Extraction à l'infini vous aurez ^= a -+. «JT-t- ît?
fx x^ x^ x"^ çx^— m^ , &c. D'où 2;= ax -+- - — —, -+- jt^t— 7^377 , &c.

XXII. De même l'Equation au Cercle 2:== v^ <w — xx pro-

duira 2^= ax — - —^ __ ^—j — Ioo8fl7 , ôcc.

XXIII. L'Equation au Cercle 2^ = V x — xx , donne par

l'Extraction 2^= xi — {xi — L,xi — ~xî , ôcc. Et £, = ix» —
:^ — ^x? — -

7
~xî , Ôcc.
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XXIV. De même l'Equation au Cercle ^= V au -+- bx— xx
,

.,„ • bx xx b*x*

donne par l'Extraction %j= a -t-
—— —— "^rjôcc. Et^==^.v-+-

hx*_ _ x^ b*X*_

i,a ta i4»i' 9

XXV. llii^donne par laRéduaion^=i _i_^xi^_^ v+} . &c.

-\--tt -+-zab

Et par conféquent £_= x -4- £fc] -+-
4
l-^.vî , &c.

-H i« -t- -ub

<jaa

&*
XXVI. Et z. = V ai -+- A-5 par l'Extraclion de la Racine Cu-

* v? v" ÇJC

bique donne ^= a •+• y-* — ^? -+-
8l(j8

j te. Et par le Prob. 1.

4

^= «« + Si»— ?îïr-+-SSi» &c - = AFDB ; ou bien 5 =*<+

«i—'îfî.H II , te. ËiT^fl-TfL-H -g- — ^ , te. =
HDBH.
XXVII. Exemple $. Où il faut une Réduction par la Réfb-

lution d'une Equation affectée.

XXVIII. Si la Courbe eft reprefentée par l'Equation zj -ha 1^
-+- axz^— 2</5 — .v3 = o , tirez la Racine ôc vous aurez z^= a—
± -4- « -+-I21L\ &c.Et* = ax— £.+. .*'_ +.-&£ , &c.

'

4 64* jiz^d 8 l?i<î 1048a1

XXIX. Mais fi l'Equation eft zi—cz£—ix 1^— f^-H 2x1 -4- cl = o,

la Réfolution donneroit trois Racines ; fçavoir , z^= c -+- x —
iî-l-jî-, te. ou ^= c— x -+-

3xi— ï£LÎ, &c. ou^= — f —
4,C 3IC 2 4C J1CC

ï — -+--~> te. qui fourniront les Valeurs des trois Aires core
ic ICC 4C* j*

UJ^

refpondantes 2^ = r.v -+ i*; 5
- — iL -+- -4- , te. z = oc— -x1 -+-.

S—ig, te. Et *= — r*— ïI-^-h^-, &c.

XXX. Je n'ajoute rien ici à l'égard des Courbes Mécaniques ,

parce que je donnerai ci -après leur Réduction à la forme des Cour-
bes Géométriques, XXXI.
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XXXI. Mais Comme les Valeurs ainfi trouvées de z appartien-

nent à des Aires fituées tantôt fur une partie finie AB de l'Abcifie;

tantôt fur une partie BH prolongée à 1 infini , ôc quelques fois fur

les deux felon les différents termes ; il faut pour avoir la vraie Va-
leur de l'Aire adjacente à une portion quelconque de l'Abciffe , faire

cette Aire égale à la différence des Valeurs de ^, qui appartiennent

aux parties de l'Abciffe terminée par le commencement ôc à la fin

de l'Aire.

XXXII. Par Exemple , dans la Courbe reprefentée par 1E~

quation = 2^, en trouve 2^

£CB

= x — fx* •+- -
s
xS , ôcc. Si l'on

Veut déterminer 1 Aire/WCB , ad-

jacente à la partie £Bdel Abciffe;

il nit de la Valeur de ^, AB étant

x , ôter la Valeur de ^ , Ab étant

x , ôc I on aura x— -x5 -f--x ç
, ôcc.— x -+- '-xi — -

f
xi = à l'Aire

6dïB ; li l'on fait Ab ou x = o , on aura l'aire entière AFDB =
x — -xi + -xi , ôtc.

XXXIII. On trouve auffi pour la même Courbe ^ = — —

'. -
1 JL 1 ôcc. Et par conféquent l'Aire bdDB = -1 ~ .+.

-i-, ôcc. -*—l—— -
, ôcc. Si donc AB ou x eft fuppofée in-

finie , l'Aire adjacente bdH qui eft aufll infiniment étendue fera =-

_L -+-
r
- 1 ôcc. car la féconde fuite -4- _L— _L , ôcc.

s'évanouira
,
parce que fes Dénominateurs font infinis.

XXXIV. Pour la Courbe reprefentée par l'Equation a -4- IL

a'

x , ainfi ax
a*

x

XX

ax H- —=s ^, on trouve que ^= ax —
= à l'Aire bdDB , cette Aire devient infinie foit en fuppofant x =
o,.ou en le fuppoiant infini, chacune des Aires AFlJB Ôc édH eft

donc infiniment grande , ôc l'on ne pe r donner que les parties in-

termédiaires telles que bdDB ; cela arrive toujours lrrfrue l'Abci' e

x fe trouve au Numérateur de quelqu'uns des Termes ôc au Déno«

N
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minateur de quelqu'autres dans la Valeur de 2;; mais quand xne fe

trouve qu'au Numérateur comme dans le premier Exemple , la Va-
leur de ^appartient à l'Aire fituée fur AB du côté de A , à main
gauche de l'Ordonnée. Mais lorfque x fe trouve aux Dénominateurs
feulement comme dans le deuxième Exemple, la Valeur de 2^, les

Signes de tous les Termes étant changés , appartient à l'Aire entière

infiniment prolongée au-delà de l'Ordonnée.

XXXV. S'il arrive que la Cour-

be coupe l'Abcifle entre les Points B
& b comme en E , vous aurez au lieu

de l'Aire la différence bdE — BDE
des Aires des parties de l'AbcilTe , à la-

quelle différence vous ajouterez leRtc-

tano-le BDG£ , ôc vous aurez l'Aire

dEDG.
XXXVI. Lorfque dans la Valeur de 2; il fe trouve un Terme

divifé par x , l'Aire correfpondante à ce Terme appartient à l'Hy-

perbole Conique , & par conféquent doit être donnée par cette Hy-

perbole elle-même en fuite infinie comme il fuit.

XXXVII. Soit ;,%• 4- xx = \ l'Equation à la Courbe ;
par la

IX* Z.Y»

Divifion elle devient 2^= — - - 2a -h 2x — — -H 77, 6cc. D'où

ôcc. Et l'Aire ^DB =
'N.

2SIX X 2

MX la A

aa\
2d\

ix» c
, ÔCC

2a. '
%ax xx

3<*
ÔCC.

Les Figures F ôc M repréfentent les petites Aires appartenant aux

an „ aa

Termes t & T»

XXXVIII. Pour trouver donc —
X

ÔC je fais Kb ou x dé-

finie , ôc bD indéfinie , c'eft-à-dire
,
j'en fais une Ligne Fluente que

j'appelle y ; ainfi

^B=i

aa

fera = à l'Aire Hyperbolique adjacente à

; mais par la Divifion —^- fera = — — '—.- -H
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— «*>£r "^ » ôcc. par conféquent tËrv]
ou — —

——
, ôcc. Donc l'Aire entière cherchée ùdDB fera =

ix--
"*"

3 xï" J &C ' 2"X -H X 1 — "'{a >
&C * "+* *** *•* +:

3*'

x

&c.
3"

XXXIX. On auroit pu de même rendre AB ou x définie , 6c

alors on auroit eu \—, — ï— a*y l

.+. ±
a
.r* , ôcc.

3X J 4X*

XL. De plus ( Fig. penult. ) iï l'on partage en deux la Ligne ùB

au Point C , ôc Ci l'on fait AC d'une longueur définie ôc Cb , CB
indéfinies , nommant AC , e , ôc Cb , CB , y , on aura <W =

"3" ~*~ M" >
&c * Ainli l'aire Hyperbo-t.—

y

aa

e

i
z
y _±_ s!?

1

°*y a-y
lique adjacente à la partie bC de l'AbchTe fera ~j- "+" ^r 3«'

c > «a aay* aay 3

IT~^Z j ôcc. L'on aura aufli DB = ~^~j == T
—

7T , ôcc. Et par conféquent l'Aire adjacente à l'autre partie C3

^T , ôcc. Et la Sommede l'Abcifle fera -; — -+- rfi ^pr

de ces Aires fera i^-£ .&- = ,--

XLI. Si l'Equation à la Courbe eft ^ •+• s* H- ^— xJ = o
,

fa Racine fera ^= x — !- — ï -h ~- - -t- /- , ôcc. D'où ^ =
8ix* 8ix !

S*

|x* — ix __ -L — -Z -L- ôcc. Et l'Aire bdDB = fr* —

tX — Il_ / ôcc. — -xx +• \x + R4- J .ôcc.c'eft-à-dire,
9t 8ix ' z 9Xj six'

4y 47»
x ~ 8,i> &c — -^-K^h-si; > ôcc— - —

277,
—

Ni;
4, f< > occ.
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XL II. Mais d'ordinaire il eft aifé d'éviter ce Terme Hyperboli-

que en changeant le commencement de l'Abcifle , c'eft-à-dire, en
l'augmentant ou le diminuant d'une Quantité donnée , comme dans

le dernier Exemple où ~

ax+
~
xx
= K. e& l'Equation à la Courbe , en

faifant b l'origine de l' Abeille , & fuppofant kb d'une longueur dé-

terminée \a ,
j'écrirai x pour le refte £B de l'Abcifle: ii donc je di-

minue l'Abcifle de '-a en écrivant x -+• -a au lieu de x j'aurai

—blr"'* . = i, 6c par la Divifion z = -a — fx -h loox*

, &c.

D'où ^= £«« — f*
1 -H— i

&c. = à l'Aire MDB.
8 1 4

X L 1 1 1. Et de même en prenant fuccefllvement différents Points

pour le commencement de l'Abcifle , on pourra exprimer d'une in-

finité de façons l'Aire d'une Courbe quelconque.

X L I V. l'Equation "l
~~ "**

. = z auroit pu fe réfoudre auflî en
"y -r xx 'ax

deux fuites infinies k = C— £. -t. £. , &c. — a -\- x —— -+-

il , ôcc. où il ne fe trouve aucun Terme divifé par la premiere

Puiflance de x ; mais ces Efpeces de fuites où les Puiflances de x
s'élèvent à 1 infini dans les Numérateurs de l'une ôc dans les Déno-
minateurs de l'autre , ne permettent pas aufli aifément d'en tirer la

Valeur de ^dans le Calcul Arithmétique , lorfque ces Efpeces font

changées en Nombres.

X L V. A peine trouvera- t'on la moindre difficulté dans le Cal-

cul en Nombres quand on aura en Efpeces la Valeur de l'Aire ; ce-

pendant je vais encore ajouter un Exemple ou deux pour achever

d'éclaircir cette matière.

X L V I. Soit propofée l'Hyperbole AD dont l'Equation eft

v/ x _+- xx == z^, le Sommet étant en A &
les deux Axes égaux chacun à l'unité

; par ce

qui a été dit ci -devant l'Aire ADB eft =
ijrf _H *xh —

\^
xl -+- [-xi — £*** , ôcc.

c'eft-à-dire , xi x (\x -+- fx- — :-
s
xi -+-

Lx* — ~xi , ôcc. Suite que l'on peut con-

tinuer à l'infini en multipliant continuelle-

ment le dernier Terme par les Termes fuc-

ceflifs de cette Progreflion *£Jx t
=L
jr7x , ""^J* >

=T7l
* > ~~7^7*>
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&c. c'eft - à - dire que le premier Terme Kvr multiplié par r['*> for-

mera le fécond Terme '-xi ; lequel fécond Terme multiplié par

~Z±J.x formera le troiliéme Terme— ïf**j qui multiplié par ~ \--lx

donnera le quatrième Terme ~x* ôc ainfi a l'infini
;
prenons main-

tenant AB de telle longueur que nous voudrons , par Exemple l

t ;

écrivons ce Nombre pour x , fa Racine,1 pour xi ; le premier Ter-

me \x% ou f
.

'- réduit en Frayions décimales devient o. 083333333 ,

ôcc. ce qui multiplié par
x ' ?_ produit le fécond Terme 0.00615

qui multiplié par ^-LI— donne — 0.000175)0178 , &c. pour le

troiliéme Terme ôc ainfi de fuite à l'infini ; à mefure que je tire

ainfi la Valeur de ces Termes je les difpofe en deux Table* , l'une

des arfirmatifc ôc l'autre des négatifs , comme vous voyez ici.

0-0833333333333333
62500000000000
271267361 1 11

5135169395
1446289 17

4954581
190948

7964
3î*

1

0.0896109885646518

0.0002790178 571429
33.679066051

834465027
2628 5^54

961 296
38676"

1663

75

4
0.000282571 9389575
0.089610988 56465 18

0.0893284166257043

Et ôtant la fomme des négatifs de celle des affirmatifs , je trouve

0.0893284166157043 pour l'Aire Hyperbolique ADB
,

que je

cherchois.

X L V 1 1. Soit maintenant propofé le Cer-

cle A^F reprefenté par l'Equation V x — xx

= 2^, le Diamètre étant fuppofé égal à l'uni-

té
;
par ce qui a été dit ci-devant l'Aire A^B

fera -x
f

- — -xi — -
7
*r -— ~-

a
#'

3 &c. comme
cette fuite ne diffère de celle qui exprime l'Aire

Hyperbolique que par les Signes -+- ôc —» 3
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i! n'y a donc qu'à joindre enfemble les mêmes Termes nume'riques

avec d'autres Signes , c'eft- à -dire, ôrer le Total des deux Sommes
des deux Tables 0.089893560503515)5 du premier Terme doublé

0.1 6666 66 6666 6 6 ,ôcc. le refte 0.076773 106 1 630473 fera la por-

tion AdB de l'Aire circulaire, AB étant le quart du Diamètre, nous

pouvons obferver ici que quoique les Aires du Cercle & de l'Hyper-

bole ne foient pas comparables Géométriquement, elles fe trouvei.t

cependant par le même calcul Arithmétique.

XL VIII. L'Aire de la portion KdB étant trouvée , l'on peut

en tirer l'Aire totale ; car en nrant le Raïon dC ôc multipliant b~D

ou^3 par^Cou^, la moitié j~V i du produit ou 0.0541255877365275

ferai la Valeur du Triangle CdB , laquelle étant ajoutée à l'Aire A^B
donne l'Aire du Seîleur ACd = 0.1^08996.938995747 , dont le

Sextuple 0.7853981633974481 eft la Valeur de l'Aire totale.

X L I X. On peut obferver en paffant que la longueur de la Cir-

comférence qui eft égale à l'Aire divifée par le quart du Diamètre

eft égale à 3.1415926535897928.
L. Voici encore le Calcul de l'Aire comprife entre l'Hyperbole

JFD ôc fon Afymptote CA. Soit C le Centre de l'Hyperbole } CA
= a , AF = b , ôc AB = Kb - x ; BD
fera = _*L , & bd — _±_ ; par confé-par

bxx,

la

_*L ,&cbd=: _ffL ;

quent l'Aire AFDB fera = bx

bS. — *£ , ôcc. l'Aire AFdb = bx -+-

Ëï-+- **1 .+.
hJt ôdafommeWDB=i£x
4-a '

26*' ibx i

7 a" Tab ?ôp
&c. Suppofons

à préfent que CA = AF = 1 , ôc Kb ou
AB = f- , Cb fera 0.9 ôc Cb 1.1 ,

fubftituez ces Nombres au lieu de a , b ôc x ; le premier Terme de

0.2000000000000000
6666666666666

40000000000
185714.286

2222222
18182

154
1

la fuite fera o , 1 , le fécond 0.0006666666,

ôcc. le troifiéme 0.000004, ôc ainfi de fuite

comme vous le voyez dans cette Table ;

dont la Somme 0.2006706954621511 eft

égale à l'Aire bdDB.
L I. Si l'on demandoit féparément les

Parties Kd ôc AD de cette Aire , ôtez la

plus petite BA de la plus grande dK , &
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vous aurez Si!-*.*** -t- ¥ -+- t* , ôcc. fi

a
,

iu 3a
„

4"
. 0.0 1 00000000000000

vous écrivez donc 1 pour * & pourJ , & 500000000000
4j pour x , ôc que vous reduiliez les Termes ....
en décimales , vous aurez donc la fom- , ' 000000
me 0.0100503358535014 égale Ad — 200000
-AD.

l66
LU. Certe difference des Aires étant

, ,

ajourée à leur fomme ci -devant trouvée
,

ou étant fouftraite de cette même fomme,la moitié 0.1053 6051 5 6578 263
de fagrégé ou du Total , fera la plus grande Aire A^,.ôc la moitié

0.0953101798043248 du refte fera la plus petite Aire AD.
LUI. On aura par les mêmes Tables ces Aires Ad ôc AD ^

lorfque Ab ôc AB feront égales à 7
i_ , ou CB = 1 , 01 , ôc Cb =

0.99 , en tranfportant feulement les Nombres à des places plus

balTes , comme vous pouvez le voir ici.

o.oiooo«ooooooooooa
666666666 6* O.OOOIOOOOOOOOOOOO

400008a JOOOOOOO

if 35JÎ
Somme 0.01000066670666^ — &D Somme 0.000 iooooj- 0005 5 j j — A<f — AO

la moitié du Total eft 0.010050335853 5014 = Ad , & la moitié

du refte eft 0.0099503 3085 31681 = AD.
LIV: Et de même en faifant Ab & AB = _i_, ôcCB = i.oor,

Cb — 0.999, on aura Ad = 0.0010005003335835 , ôc AD =
0.000 99 9 j 003 3 30835.
L V. De même fi CA ôc AF = 1 , Ab ôc AB = 0.2 , ou 0.01 ;

ou 0.001 , ces Aires feront ,

Ad = 0.223 '43ÎÎ ï 3 142097 , ôc AD = 0.1S23215567939 J4&
ou Ad-=z 0.0202027073 175 194 j ôc AD = 0.0198026272961797.
ou Ad= 0002002 ôc AD =0.001
L V I. De ces Aires trouvées il fera aifé d'en tirer d'autres par la

feule Addition ôc la Souftracîion , car comme ~ x—=2, lafomme
0. 8 o. y

0.693 147 180 5 5 9945 3 des Aires qui appartiennent aux Rapor.s

~ ôc '—i , c'eft - à - dire , qui infiftent fur les parties de l'Abcifle
o» o o. 9

1.2 — 0.8 , ôc 1.2 — 0.9 fera égale à l'Aire AF«/!/3 , CjS étant

comme l'on fçait = 2 , de même comme Li x 2 = 3 , la fomme
o» 5
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i.09S6! 22

8

S 668 1097 des Aires appartenant à L± ôc à 2 fera = à

l'Aire AF</1£ , CC e'tant 3. De même comme t*-î = 5 , ôc 2 x y
O. 5

= 10, en ajoutant les Aires on aura 1.6093379124341004 =
AFJ|3, lorfque C£ = 5 , ôc 2. 3025850929940457 = AF,T£,lorf-

que CjS = 10. Et encore puifque îox 10 = 100 , & 10x100 =
1000 , ôc V 5 x 10 x 0.98 = 7 , ôc 10 x 1.1 = 1 1 , ôc

= 13 , ôc i£?* «.8 = 499 • il eft évident que l'Airelooo X l.ooi

7x11 1

AFc/îo peut fe trouver par le moyen des Aires trouvées ci-devant).

lorfcjue CC = 100 , 1000 , 7 ou tout autre nombre mentionné ei-

deffus , bien entendu eue AB = BF eft toujours égaie à l'unité.

1 uut ceci n'eft nue pour infinuer qu'on peut delà tirer une Mé-
thode fort commode pour contraire une Table de Logarithmes ,

qui détermineroit les Aires Hyperboliques correfpondantes aux Nom-
bres , Ôc cela par deux Opération feulement qui ne feroient pas

même fort difficiles ; ôc des Aires Hyperboliques on tireroit aifément

îes Logarithmes. Comme cette façon me paroît la plus commode ,.

je vais en donner la conftructicn , afin qu'il ne refte rien à délirer,

fur cela.

L V 1 1. Je prends à l'ordinaire o pour le Logarithme de 1 , ôc

1 pour le Logarithme de 10
,

pour trouver les Logarithmes des

Nombres 2., 3 , y , 7 ,. 1 \ , T3 3 ïj , 37 , je divife les Aires Hy-
perboliques trouvées par 2.3025850929940457 qui eft l'Aire cor-

refpondanteau Nombre 10 , ou ce qui eft la même chofe, je multiplie

par la Çumtité réciproque 0.43429448 19052c 18 , ainli par Exem-

ple , o 69 î 147 'S , &c. Aire correfpondante au Nombre 2 , multi-

pliée par 0-43429 , ôcc. donne 0.3010199956639812 pour le Lc-

garirhme du Nombre 2.

L V 1 1 1. On peut donc comme à l'ordinaire par l'Addition de

leur Logarithmes trouver les Logarithmes de tous les Nombres pro-

duits par la multiplication de ceux - ci , ôc l'on remplira enfuite les

places vuides au moyen de ce Théorème.

L I X. Soit n un nombre auquel on cherche un Logarihme , x

ia différence de ce Nombre aux deux Nombres qui en font les plus

près ôc également éloignez, ôc dont les Logarithmes font déjà trou-

vez , ôc d 'oit la moitié de la différence des Logarithmes ; on ; ura

le Logarithme cherché du Nombre n en ajoutant d -H ^-i-J^ôcc,
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au Logarithme du plus petit Nombre ; car en fuppofant les Nom-

bres reprefentés par Q , CC 6c CP , le Rectangle CBD ou CCS

= i , ôc les Ordonnées pq ôc PQ étant élevées ; il pour CC on écrit n ,

& x par Qp ou C? , l'Aire pqQ? ou^ + Kj _+. g , &c. fera

à l'Aire ïafc ou 'v
-4- -- -+- - > ôcc. comme la différence id des

Logarithmes des Nombres extrêmes eft à la différence des Loga-

rithmes du moindre ôc du moyen NombreJaquelle fera par conféquent

dx . fa* ._ A»
}
&c .

_'^
, ou après la DivifioiW-H £ -+. £! , &c.

x'
) ÔCC

L X. Je penfe que les deux premiers Termes d +- — de cette

fuite font affez exacts pour conftruire une Table de Logarithmes ,

quand même on les voudrait de 14. ou 15 Figures
, pourvu que le

nombre dont on cherche le Logarithme furpaffe 1000 ; le calcul

même doit en être aifé , parce que d'ordinaire x eft égale à 1 ou 2.

Mais il n'eft pas toujours néceffaire de recourir à cette Régie pour
remplir toutes les places vuides ; car on a les Logarithmes des nom-
bres produits par la Multiplication ou la Divifion du dernier nom-
bre trouvé par l'Addition ou la Souftraction des Logarithmes déjà

trouvés de ces nombres. On peut encore & plus promptement rem-
plir ces places vuides par les différences premieres s fécondes & troi-

iiémes s'il eft néceffaire , des Logarithmes ; il ne faudra fe fervir de

la Régie précédente que lorfquil fera queftion de continuer quelques
places pleines afin d'avoir ces différences.

LXJ. La même Méthode peut nous donner des Régies pour les

cas où de trois nombres les Logarithmes du plus petit ôc du moyen
ou du plus grand 6c du moyen font donnés , ôc où l'on cherche le

Logarithme du troiliéme, 6c cela quoique les nombres ne foient pas

en Progreflion Arithmétique.

L X 1 1. En fuivant cette même Méthode , un peu plus loin , elle

pourra nous donner des Régies pour une conftrudion de Tables arti-

ficielles de Sinus ôc de Tangentes , fans fe fervir des Tables natu-
relles ; nous en parlerons tout à l'heure.

LX1II. Jufqu'ici j'ai traité delà Quadrature des Courbes qui
font exprimées par des Equations compofées de Termes compliques
que j'ai réduit à des Equations compofées d'une infinité de Termes

O
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(impies ; mais comme ces mêmes Courbes peuvent fouvent être quar-

rées par des Equations finies , ou comme elles peuvent fouvent être

compare'es avec d'autres Courbes dont les Aires peuvent être regar-

dées comme connues telles que font les Sections Coniques ;
j'ai penfé

qu'il falloit mettre ici les deux Tables fuivantes que j'ai promiles 6c

que j'ai confiantes par le moyen des proportions 7 & 8 qui précédent.

LXIV. La premiere repréfente les Aires des Courbes quarra-

bles ; la féconde contient les Courbes dont les Aires font compara-

bles avec celles des Sections Coniques ; dans toutes deux les Lettres

d t e
,
/", ç ôc h font des Quantités données quelconques , x ôc ç

font les Abcifles des Coutbes , u ôc^ font les Ordonnées parallèles,"

s 6c t les Aires comme ci-devant ; les Lettres « 6c 6 annexées à la

Quantité 2^, marquent le nombre des Dimenfions de cette même
s^ , foit entier , rompu , négatif ou affirmatif

;
par Exemple , fi «= 3 ,

s£ fera = zj ,
%** fera= z* ,

2—
» = zj-J ou - , ^+'= ^, 6c

L X V. De plus j'ai dans les Valeurs des Aires écrit pour abré-

ger R au lieu du Ra dical V ~e -4- /^" ,~ou V c + fz^ -+- gz, z\ ôc />

au lieu de V h +• iz£
}
qui affecte la Valeur de l'Ordonnée y.
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LXVII. J'aurois pu ajouter ici d'autres chofes de la même

eTpece ; mais je vais pafTer à des Courbes d'une autre forte que l'on

peut ccmparer avec les Sections Coniques. Dans cette Table la

Courbe propofée eft reprefentée par la Ligne QE^R , l'origine de
fon Abciffeeft en A , cette AbcifTe eft AC,
l'Ordonnée eft CE , le commencement de

l'Aire eft a^ , ôc l'Aire décrite eft a^EC ;

on trouvera le Terme initial ou le com-
mencement de cette Aire, qui d'ordinaire

commence à l'origine de l'AbcifTe A ou
s'en éloigne à l'infini , en cherchant la lon-

gueur de l'Abciffe Aa , la Valeur de l'Aire

étant Tuppofée = o , ôc en élevant la per-

pendiculaire <t£.

LX VIII. De même la Ligne PDG repréfente la Section Co-
nique , le Centre eft A , le Sommet a 3 les demi-Diametres perpen-

ACXÇ

j^a. Bfil AO- 3 H X. A. .Til^BNK A £*ai

diculaires Tont Aa ôc AP , l'origine de l'AbcifTe eft A , ou a , ou
a , l'Abciffe eft AB , ou aB , ou aB , l'Ordonnée BD , la Tangente
eft DT Ôc rencontre AB en T , la Soutendente eft aD , le Rectan-
gle infciit ou adferit eft ABDO.
LX IX. Prenant donc les mêmes Lettres que ci-devant l'on aura

AC==^,CE=^, ^EC=/,ABouaB= x,BD = aôcABDP
ou aGDB = s ; ôc de plus lorfqu'il faudra deux Sections Conique*
pour déterminer une Aire , l'Aire de cette féconde Section Conique
fera reprefentée par o- , l'Abciffe par g , & l'Ordonnée par Y, P efl

au lieu de V~jj— ^rg.
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I.XXI. Avant qn

£ ^'jchi:;:: p-i" ~~s Exëniyîes ces Tûccrerces

(bf ces Claffes do Courbes , je penfe qu'il convient d obferver ,

LXXII. i. Que comme j'ai fuprofé dans les Equations à ces

Courbes que tous les Signes des Quantités d, e\ f, g , h 6c i font

affirmatifs , il faut toutes les fois qu'ils feront liégatifs les changer

dans les valeurs fubfequemes ce l'Abciffe & de l'Ordonnée de h
Seftion Conique , &. auffi dans la valeur de l'Air? cherche'e.

L XXIII. 2. De même lorfque ies Symboles numériques n ôc

{! fe trouvent négatifs , il faut les charger dans les valeurs des Aires.

Il arrive même que par le changement de ces Signes les Théorèmes

peuvent prendre une nouvelle forme. Par Exemple , dans la qua-

trième forme de la Table 2 fi l'on change le Signe de n , le troi-

d i_
fiéme Théorème devient 2—»»+- - y e +ft—» =-y , z

~ M= x > c'eft-

dz'»— 1
d_

à-dire y ez-*"+fz'= y > *v— # , V fx -h ex z = u , , e ( nxu — 3/ )

= t. Il en eft de même des autres.

LXXIV. 3. La fuite de chaque ordre , àT'exception du fécond

de la premiere Table , peut de chaque côté être continuée à l'infini;

car dans les fuites du troiiiéme & du quatrième Ordre de la premiere

Table , les Coefficients numériques 2, — 4, 16 ,— 96,76$ , ôcc.

des Termes initiaux , font formés par la multiplication continuelle

des Nombres — 2 , — 4 , — 6 ,
— 8, — 10, &c. par eux-mê-

mes ; & les Coefficients des Termes fuivants fe tirent des initiaux

dw troiiiéme Ordre en multipliant pat — r, — ~ , — \ , — l ,
•—

f3 , &c. Mais les Coefficients 1
, 3 , 15; , 105 , &c. des Dénomi-

nateurs fe trouveront en multipliant continuellement par eux-mêmes

les Nombres 1 , 3 , S > 7 > 9 5
&c -

LXXV. Mais dans la féconde Table les fuites du y , 2 e
,
3e,

4e
, 9

e & 10e Ordre s'étendent à l'infini par la feule Divifion. Ainfi

en pouffant la Divifion jufqu'où il convient fur r+^ —/, du pre-

mier Ordre , vous aurez J{*-î — j-V" + §r C" 1—f
z"~* =

l'
; les trois premiers Termes appartiennent au premier Ordre de la

Table 1 , & le quatrième Terme appartient à la premiere forme de
d de dex

cet Ordre ; d'où l'on voit que l'Aire eft ^3« — ï»tfV "*~ "pQ "**
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—
; , en mettant s pour l'Aire de la Sedion Conique dont l'Abeille

eft x = j? , & l'Ordonnée a = J^JX
LXXVI. Les fuites du ^ & ju 6c Ordre peuvent fe continuer

à l'infini , au moyen des deux Théorèmes du 5- Ordre de la pre-

miere Table , & cela par une Addition ou Souftraction converia
ble ; on peut de même continuer les 7e ôc 8 e fuites au moyen des
Théorèmes du 6e Ordre de la Table 1 , ôc la fuite du 1 ic par les

Théorèmes du 10e Ordre de la Table r. Par Exemple , fi vous
vouliez continuer la fuite du 3

e Ordre de la Table 2 , fuppofez
6 = — 4»! le i

r Théorème du 5c Ordre de la Table 1 deviendra

( — Sç^-4-i— 5*/ç-3«-i
) (

\V~c ^rfc =y ; ÎU = t. Mais

fuivantle 4e Théorème de cette fuite qu'il faut continuer^ écrivez—
— au !ieu de d , ôc vous aurez — -"/c" 3

1 V e 4- fo= y - 2. ==A-

• fx -+- cxx es a , & '?>'-' 1/?/ --. ^ Otez-en les premieres Valeurs

de y 6c de ^ , il vous reliera ^ticz^-v— « • ^ -+-A" = y .
l0f"'—vfi

ne

—5=/; multipliés par -1.0c e'erivez fi vous voulez x« 5 au lieu de
z* *

4>-e

— & vous aurez pour la fuite à continuer un s
c Théorème ..

d

y/ e-*-jz* = y , - = x , Vjx^lxx = u , ôc 1
"#"'•— m 4fr— d*£

LXX VIL 4. On peut auffi tirer autrement quelqu'uns de
ces Ordres des autres Ordres ; comme dans la féconde Table le

5
e

,

6e ,
7e

, Ôc 1 I e du huitième , ôc le 9
e du 10e

; de forte qu'abfolu-

ment j'aurois pu les pafler , mais ils ne laifTent pas d'être de quel-
quufage quoiqu'ils ne fuient pas d'une neceflité indifpenfable

; j'ai

cependant pafie quelques Ordres que j'aurois pu tirer du premier
ôc du fécond comme aufli du 9e ôc du i oe

, parce qu'ils étoient

affectés de Dénominateur plus compliqués , Ôc que par conféquent
ils ne pouroient être de prefque aucun ufage.

LXX VIII. 5. Si l'Equation qui repréfcnte.une Courbe quel-
conque eft compofée de plulicurs Equations de différens Ordres, ou
d'une efpece difïêrente quoique du même Ordre , fon Aire pourra
être compofée des Aires correfpondantes en prenant garde de les

joindre par des Signes convenables ; car il ne faut pas toujours join-

Pij
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die par l'Addition ou la Souftraction les Ordonnées aux Ordonnées ,

ou les Aires correfpondantes aux Aires correfpondantes ; mais quel-

quefois la fomme de celle-ci 6c la différence de celle-là doivent

être prifes pour une nouvelle Ordonnée ou pour faire une Aire cor-

refpondante ; cela doit fe pratiquer lorfque les Aires confîituantes

font fituées du côté oppofé à l'Ordonnée. Mais pour lever ce fcru-

pule ôc pour éviter plus aifément cet inconvénient
,

j'ai donné aux
différentes Valeurs des Aires les Signes qui leur conviennent ôc qui

quelquefois font négatifs , comme on le voit dans le 5
e ôc 7

e Or-
dre de la Table 2.

LXXIX. 6. Il faut déplus obferver fur les Signes des Aires

que •+- s indique ou qu'il faut ajouter à d'autres Quantités dans la

Valeur de t l'Aire de la Secfion Conique adjacente à l'Abciffe
, ( Voye.

le -premier Exemple fuivant. ) ou bien que l'Aire de l'autre côté de

l'Ordonnée doit en être fouftraite , ôc au contraire — s indique am-
biguement ou que l'Aire adjacente à l'Abciffe doit être fouftraite, ou
bien que l'Aire de l'autre côté de l'Ordonnée doit être ajoutée com-
me il conviendra. Et fi la Valeur de t fe trouve affirmative , elle

repréfente l'Aire de la Courbe adjacente à l'Abciffe , ôc fi au con-

traire elle eft négative elle repréfente l'Aire de l'autre côté de l'Or-

donnée.

LXXX. 7. Mais pour déterminer plus certainement cette Aire

nous pouvons rechercher fes limites ; il n'y a aucune incertitude dans

les limites à l'Abciffe , à l'Ordonnée ôc au Périmètre de la Courbe ;

mais fa limite initiale ou l'origine de fa Defcription peut avoir dif-

férentes politions ; dans les Exemples fuivants elle eft ou au com-
mencement de l'Abciffe , ou à une diftance infinie, ou au concours

de la Courbe avec fon Abciffe. Mais on peut la placer ailleurs , ôc

quelque part qu'elle foit on peut toujours la trouver en cherchant

la longueur de l'Abciffe au Point où la valeur de t devient = o y

ôc en y élevant une Ordonnée , car elle fera la limite cherchée.

LXXX1. 8. Si une partie quelconque de l'Aire eft fituée au-

deffous de l'Abciffe , t marquera la différence de cette Aire , ÔC de

la partie fituée au-deffus de l'Abciffe.

LXXX IL 9. Toutes les fois que dans les Valeurs de x , » ôc

t , les Dimenfions des Termes montent trop haut ou defeendent

trop bas , on peut les réduire à un jufte degré d'élévation en les di-

vifant ou les multipliant par une Quantité donnée quelconque ,
que

l'on peut fuppofer fervir d'unité , ôc cela autant de fois que ces Di-

menfions feront trop hautes ou trop baffes.
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L XXX III. 10. Outre les Tables précédentes on peut encore

en conftruire d'autres pour les Courbes qu'on peut rapporter à d'au-

tres Courbes les plus (impies de leur efpece , comme à v' a -\-fx\= h , ou bien à xV e-1rfxl = u , ou bien à V e -t-fx* = a , &c.
enforte qu'on puiffe toujours tirer l'Aire d'une Courbe propofée
quelconque de la Courbe la plus (impie , ôc fçavoir à quelles Cour-
bes on peut la rapporter. Mais je viens aux Exemples pour celles qui

précédent.

L XXXIV. Exemple i. Soit QER une Courbe Conchoï-
dale de telle efpece que le demi-

Cercle QHA étant décrit, AC éle-

vée perpendiculairement au Dia-

mètre AQ , le Parallélogramme

QACI achevé , la Diagonale AI
urée qui rencontre le demi-Cercle

en H ôc la perpendiculaire HE
abaiflee au Point H fur la Ligne
IC ; le Point E décrive une Cour-
be dont on demande l'Aire ACEQ.
LXXXV. Faites AQ = a , AC = ^, CE =y ; à caufe

des proportionelles continues AI, AQ,AH, EC , vous aurez EC
ou y = —£Î__J

a- + z 1

LXXXV I. Pour que cette Equation puiffe prendre la forme
des Equations des Tables faites 8 = 2, pour z^ au Dénominateur
écrivez ^_» , ôc ^3^—1 pour al ou aiz^— « au Numérateur , & vous

aurez y = ~—|,
> Equation à la premiere forme du fécond Ordre

de la Table 2 , en comparant les Termes vous aurez d=ai ,e=s

a 1
, ôc f= i j de forte que V -~-— = x , V ai — a lx z= u , ôc

a' -+- z,

xu — xs= t.

LXXXV II. Maintenant pour réduire les Valeurs trouvées de

x ôc « à un nombre jufte de Dimenlions
}
prenez une Quantité don-

née quelconque comme</ 3 par laquelle comme par l'unité , vous mul-
tiplierez ai une fois dans la Valeur de x , ôc vous diviferez ai une
fois dans la Valeur de u , ôc deux fois a lx* dans cette même Va-

leur ; vous aurez par ce moyen V __=Xj V a 1 *— x 1 =ft,ÔC

xu—- 2; = t
y
dont voici la conftruction.
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LXXXVIII. Du Centre A ôc du Raïon AQ décrivez le quart

de Circonférence QDP ; fur AC prenez AB = AH, élevez la per-

pendiculaire BD qui rencontre cet Arc en D ôc tirez AD ; le dou-

ble du Secteu r A DP fera égal à l'Aire cherchée ACEQ ; car

V AQ x TC = HA = AB .V ÔC V a~ — x 1

V AD^—- AB^= BD ou u , ôc xu — 2S= le double du Triangle

ADB— 2ABDQ , ou bien= le double du Triangle ADB •+- 2BDP
,

c'eft-à-dire, ou = — 2QAD ou = 2DAP , cette Valeur affirma-

tive 2DAP appartient à l'Aire ACEQ du côté de EC , ôc la né-

gative 2QAD appartient à l'Aire RECR étendue à l'infini au-

delà de EC.
LXXX IX. On peut quelquefois rendre plus élégantes ces So-

lutions de Problêmes ; dans ce cas-ci par exemple tirez RH demi-

Diametre du Cercle QHA ; à caufe des Arcs égaux QH ôc DP , le

Secteur QRH eft la moitié du Secteur DAP , ôc par conféquent le

quart de la Surface ACEQ.
XC. Exemple 2. Soit une Courbe AGE décrite par le Point

Angulaire E de la Régie en Equerre

AEF , dont l'une des jambes AE eft

indéfinie ôc paffe continuellement par

le Point donné A 3 tandis que l'autre

jambe EF d'une longueur donnée

gliffe fur la droite AF donnée de po-

Jition. Sur AF laiffez tomber la per-

pendiculaire EH , achevez le Parallé-

logramme AHEC , ôc nommez AC
— ^. CE —y , EF = a , à caufe des proportionelles continues HF ,

HE , HA , vous aurez HA ou y = ^£=5
XIC. Maintenant pour connoître l'AireAGEC fuppofez ^ = *»,

ou 2 = , cela vous donnera
z
~]

'

= y i
comme ^ eft dans le

Numérateur élevé à une Dimeniion rompue , abaiffez la Valeur de

y en divifant par Rf«, ôc vous aurez
v
-*-

s^*=z
=>'' Ec

l
uation de h

féconde forme du r Ordre de la Table 2. Comparant les Termes

d = c — — 1 , ôc f— a ainfi g,
'- = — x^W a*— x^— u»

& s — xu = t; puis donc que x ôc ^font égales Ôc que • a*— x-
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= « eft une Equation au Cercle dont le Diamètre eft a ; du Centre

A 6c de l'intervale a ou EF , décrivez le Cercle PDQ que CE

rencontre en D , achevez le Parallélogramme ACDI & vous aurez

AC = *., CD = u ôc l'Aire cherchée AGEC = s — xu = ACDP

— ACDI = IDP.

XII C. Exemple 3. Soit AGE la Ciftoïde appartenant au

Cercle ADQ de'crit du Dia-

mètre AQ , foit tirée DCE
perpendiculaire au Diamètre

ôc rencontrant les Courbes

en D 6c E ; faites AC = ^,
CE = y ôc AQ = a ; à

caufe des proportionelles

continues CD , CA, CE,
vous aurez CE ou y =

*l<«"« ou en divifant par

Ainfi «r—1N,

= ^ou — 1=0 6c y =

V"3?cn Equation de la 3
e for-

me du 4
e Ordre de la Table

2 ; comparant les Termes d — 1 i * = — 1 , &/= * » ainfi 2L=

Jj_ =3 a;, \Z<ïa:— xx = # ôc 3/ —; **« = t ; c'eft pourquoi AC =
x , CD = u ôc ACDH = * ; de forte que 3ACDH — quatre fois

le Triangle ADC = 3* — 2x8 = / = à l'Aire de la Ciflbïde

ACEGA ; ou ce qui eft la même chofe trois Segments ADHA sa

l'Aire ADEGA ou quatre Segments ADHA =5 l'Aire

AHDEGA.
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XCXII I. Exemple 4. Soit

PE la premiere Conchoïde des

Anciens , décrite du Centre G
de FAfymptote AL ôc de l'in-

tervale LE ; tirez Ton Axe GAP
ôc abaiflez l'Ordonnée EC ; fai-

tes AC =^, CE =y,GA=£,
ôc AP = c ; la proportion AC :

CE — AL : : GC : CE donne

CE ou y = i

XCXIV. Maintenant pour
trouver l'Aire PEC , il fautcon-

iidérer féparément les parties de l'Ordonnée CE ; en divifant cette

Ordonnée CE en D de telle façon que CD = 1/ c
1 — ^ , & DE =s

_ y/ c 1 — z? , CD fera l'Ordonnée d'un Cercle décrit du Centre
z

A & du Raïon AP ; la partie PCD de l'Aire eft donc connue, ôc

il ne refte à trouver que l'autre partie DPED ; puis donc que DE
partie de l'Ordonnée par laquelle cette Aire eft décrite = Ls/c 1—z*

faites 2 = » , vous aurez L V e* — zj= DE , Equation à la pre-

miere forme du 5
e Ordre de la Table 2 ; comparant les Termes

,

d , eft = i>, e= c* &/= — 1 , d'où JL = V J-= x 3 •—i-i^x 1

z z*1

= » ÔC 2.bc*S— bJ* =t.
x

X C X V. Réduifez les Termes à un nombre jufte de Dimen-
fions en multipliant ceux qui font trop bas ôc divifant ceux qui font
trop haut par quelque Quantité donnée , ii vous le faites par c vous

aurez 1*— x , V— c *• +* *î = « ôc — — — = t , ce qui fe con-
z c ex

iîruit ainfl ,

XCXVI. Du Centre A, du principal fommet P ôc du Para-

metre 2AP décrivez l'Hyperbole PK ; puis du Point C tirez la droi-

te CK qui touche l'Hyperbole en K ; vous aurez AP : 2AG : : l'Aire

CKPC : l'Aire cherchée DPED.
XCXVI I. Exemple 5. La Régie en Equerre GFE tourne

autour du Pole G , de forte que fon Point Angulaire F glide con-
tinuellement fur la droite AF donnée de pofition ; dans ce Mouve-
ment un Point quelconque E de l'autre jambe EF décrit une Cour-

be
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: e PE ; on demande l'Aire de cette Courbe ; pour la trouver fur

la droite AF abaiiTez les perpendiculaires GA Ôc EH , achevez le

Parallélogramme A H E C ôc

nommez AC , ^; CE,^; AG,
b ; ôc EF , c > les proportionel-

les HF: EH::AG: AFvous

donnent AF = :Donc
V < c— :

K _ V C--—1

mais comme Vu— ^eft l'Or-

donnée d'un Cercle dont le

Raïon eft c , décrivez du Cen-

tre A un tel Cercle PDQ ren-

contré en D par la Ligne pro-

longée CE ôc vous aurez DE =

v c-
» , Equation par le moyen de laquelle vous devez déterminer

, vous1 Aire PDEP ou DERQ ; fuppofez donc * — x ôc 6 = b

bz
y~ l

aurez DE = —__-_. Equation de la premiere forme du 4e Ordre

de la Table 1 ; comparant les Termes vous trouverez b = ci , ce =
e , ôc — 1 = / ; de forte que— bV ce— z^= — bR = t.

X C X V 1 1 1. Comme la Valeur de t eft négative , ôc que par

conféquent l'Aire reprefentée par t eft au-delà de la Ligne DE , il

faut pour trouver fa limite initiale chercher la longueur de 2; au

Point ou t = o , on trouve que cette longueur = c ; prolongez

donc AC en Q de forte que AQ = c , & élevez l'Ordonnée QR;
DQRED fera l'Aire dont la Valeur trouvée eft — bV ce— —,

XCXIX. Si vous voulez connoître l'Aire PDE lituée fur l'Ab-

ciffe AC ôc qui s'étend conjointement avec elle, mais fans connoî-

tre la limite , voici comment vous pourrez la déterminer.

C. Otez la Valeur de / au commencement de l'AbcilTe de fa Va-
leur quand il règne fur l'Abcifle , c'eft-à-dire , ôtez — bc de—
W ce— *2^, ôc vous aurez la Quantité cherchée bc— IV ce—^ •

faifant donc le Parallélogramme PAGK Ôc fur AP abaiflant la per-

pendiculaire DM qui rencontre GK en M; le Parallélogramme

PKLM fera égal à l'Aire PDE. .
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CI. Mais Iorfque l'Equation qui détermine la nature delà Cour-

be nefc peut pas trouver dans les Tables , & ne peut fe réduire à

des Termes plus fimples par JaDivifionn'y par aucun autre moyen ,

il faudra la transformer en d'autres Equations de Courbes qui y ayent

raport de la façon qu'on a vu dans le Prob. 8. jufqu'à ce qu'enfin

l'on en trouve une dont l'Aire puiffe être connue par les Tables ; 6c

lorfqu'après tous ces Effais l'on ne peut en trouver une telle , on
peut conclure certainement que la Courbe propofée ne peut fe

comparer ni avec des Figures Rcctilignes , ni avec les Sections

Coniques.

CIL Lorfqu'il s'agira de Courbes Mécaniques il faudra les tranf-

former d'abord en Courbes Géométriques égales comme dans le

Prob. 8. & alors vous pourrez trouver par les Tables les Aires de

ces Courbes Géométriques. En voici un Exemple.

CI II. Exemple 6. Soit propofé de déterminer l'Aire de la

Courbe des Arcs d'une Section Conique quelconque, en fuppofant

ces Arcs Ordon- .

nés à leur Sinus p TL C c

droits. Soit pour

mieux s'expli-

quer A le Cen-

tre de la Section

Conique ; AQ
& AR les demi-

Axes, CD l'Or-

donnée à l'Axe

AR , PD une
perpendiculaire

au Point D de

la Section Coni-

que ; foit AE la

Courbe Mécani-

que cherchée

rencontrant CD en E ;
par la nature delà Courbe CE fera égale à

l'Arc QD ; & c'efl: l'Aire AEC que l'on cherche , ou bien ayant

achevé le Parallélogramme ACEF c'eft l'excès AEF que l'on de-

mande. Pour cela foit a le Paramètre de la Section Conique b, fon

Zatus tranfvcrfiim = iAQ , foit AC= z, , ôc CD= y , vous aurez
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y/ ibb r̂.tz^i= y , Equation à la Section Conique , aufli PC =
jv, d'où PD = V ^4-4*£SS
CIV. Mais la Fluxion de l'Arc QD eft à la Fluxion de l'Ab-

cifle AC comme PD eft à CD ; la Fluxion de l'Abeille étant donc

fuppofée = 1 , la Fluxion de l'Arc QD ou de l'Ordonnée CE fera

multipliés par F E ou ^ , vous aurez
A,

pour la Fluxion de l'Aire AEF ; fur l'Ordonnée

lb-\- ab „«

CD prenez donc CG = xV-r. i

— > l'Aire AGC décrite par

*
tu

^
le Mouvement de CG fur AC fera égale à l'Aire AEF, & la Cour-
be AG fera une Courbe Géométrique , ôc par conféquent l'Aire

AGC eft trouvée ; car pour 2^ fubftituez 2^ dans la dernière Equa-

tion , ôc vous aurez s?~ ' V—r, jr^ = CG , Equation de la

4 a

féconde forme du onzième Ordre de la Table 2. ôc en comparant

d = 1 , e = -t>b= r ,f= b±±^, &ch= t :, de forte que

V \bb-±- b-zz== x , V—2 -t-
a-±± xx = * , ôc -s = t , c'eft-à-dire,

a 4a a b

CD = x , DP = u , ôc
a
s = t. Voici maintenant la conftru£tk)n.

CV. Au Point Q élevez QK perpendiculaire ôc égale à QA, à

Jaquelle par le Point D tirez la parallèle HI égale à DP ; la Ligne

Kl ou fe détermine HI fera une Section Conique , ôc l'Aire HIKQ
fera à l'Aire cherchée AEF , comme b : a ou : : PC : AC.
CVI. Remarquez qu'en changeant le Signe de b , la Section

Conique à l'Arc de laquelle la ligne droite CE eft égale , devient

une Ellipfe , ôc cette Ellipfe un Cercle en faifant b= — a, auquel

cas la Ligne Kl devient une droite parallèle à AQ.
CVII. Quand vous aurez ainfi trouvé l'Aire de la Courbe ÔC

fait la conftruction ; il faudra en chercher la démonftration par la
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Synthefe , c'eft-à-dire en éloignant autant qu'il fera pofllble tout

calcul Algébrique , ce qui deviendra bien plus élégant. Il y a fur

cela une Méthode générale de démonstration que je vais tâcher d'é-

claircir par les Exemples fuivants.

Danonflration de la Conftruflion dans l'Exemple j.

C VIII. Sur l'Arc PQ prenez un Point d indéfiniment près de

D , ( Eig.pag. 121. ) tirez de ôc dm parallèles à DE 6c DM, qui

rencontrent DM & AP en p ôc I. DEed fera le moment de l'Aire

PDEP , Ôc LMml fera celui de l'Aire LMKP , tirez le demi-Dia-

metre AD ôc imaginez que l'Arc indéfiniment petit dD eft une

droite , les Triangles Dpd ôc ALD feront femblables , ôc par con-

féquent Dp : pd : : AL : LD ; mais HF : EH : : AG : AF ou AL :

LD : : ML : DE ; ainfi Dp : pd : : ML : DE ; donc Dp x DE
= pd x ML , c'eft-à-dire , le Moment DEed eft égal au Moment
LMW ; ôc comme ceci eft démontré des Moments contemporains

quelconques , il eft évident que tous les Moments de l'Aire PDEP
font égaux à tous les Moments contemporains de l'Aire PLMK ,

ôc par conféquent les Aires entières compofées de ces Moments
font égales auffi C. Q. F. D.

Dèmonftration de la ConflruBion dans l'Exemple 3

.

C I X. Soit DEed le Moment de la Surface AHDE , ôc foit

A^DA le Moment contem-
porain du Segment ADH

;

tirez le demi. Diamètre DK,
ôc que de rencontre AK en
c j Ce : Dd : : CD : DK ,

ôc DC : QA ou iDK : :

AC: DE ; ainfi Ce: iDd::

DC : xDK : : AC : DE ÔC

Ce x DE ~ zDd x AC.
Sur le Moment prolongé

Ddde la Circonférence,c'eft-

à-dire , fur la Tangente du

Cercle élevez la perpendi-

culaire AI , elle fera égale

à AC ; de forte que 2D^x
AC= 2Dd x AI= quatre
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fois le Triangle AD^ = par conféquent Ce x DE = le Moment
DEed ; donc chaque Moment de l'Efpace AHDE eft Quadruple

du Moment contemporain du Segment ADH , ôc l'Efpace total

Quadruple du Segment total.

Dcmonftration de la Contraction dans /' Exnnple 4,

C X. Tirez ce parallèle ôc indéfiniment près de CE , tirez aufll

la Tangente ck de l'Hyperbole ,

ôc KM perpendiculaire à la Ligne

AP. Par la nature de l'Hyperbo-

le AC : AP : : AP : AM ÔC

AG? : GL? : : AC? : LE? ou
AP? : : AP? : AM? ; ôc en di-

vifant AG? : AL? ou DE? : :

AP? : AM? — AP? ou MK? ;

ôc en renverfant AG : AP : : DE .-

MK ; mais la petite Aire DE^
eft au Triangle CKc comme la

hauteur DE eft à la moitié de la

hauteur KM, c'eft-à-dire : : AG: ^AP. Donc tous les Moments
de l'Efpace PDE font à tous les Moments contemporains de l'Ef-

pace PKC , comme AG : ^AP ; ôc par conféquent les Efpaces en-

tiers font en même raifon.

Dcmonftration de la Conftruclion dans l'Exemple 6.

CXI. Tirez indéfiniment près la Ligne cd parallèle à CD , ( Fig.

pag. 122. )
qui rencontre en c la Courbe AE ; tirez aufll hi ôc fe

qui rencontrent DC en p ôc ?. Par l'Hypothefe Dd = E? , ôc

à caufe des Triangles femblables Ddp ôc DCP , D/> : Dd ou E? : :

CP : PD ou HI , ainfi Dp x HI = E? x CP , ôc de-là Dp x HI
ou le Moment Hlih : Eq x AC ou le Moment EFfe : : E? x CP :

E? x AC : : CP : AC , ôc comme AC ôc PC font en raifon don-

née du Paramètre mZatus tranfvcrfum de la Section Conique QD , ÔC

comme les Moments Hlih ôc EFfe des Aires HIKQ ôc AEF font

dans cette même raifon , les Aires aufll feront dans cette même rai-

fon. C.Q.F.D.
CXII. Dans ces démonftrarions l'on doit obferver que je prends
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pour égales les Quantités dont la raifort eft celle de l'égalité , &
qu'une raifon eft cenfée telle lorfqu'elle ne diffère de l'égalité que
par une raifon moindre qu'une raifon inégale affignable quelconque.

Ainfi dans la dernière démonftration j'ai fuppofé le Rectangle Eq x
AC ou FEqf égal à l'Efpace FEef, parce que Eqe étant infiniment

plus petit en comparaifon , ils ne peuvent avoir une raifon d'égalité.

J'ai fait par la même raifon DP x HI= HI//; , & ainfi des autres.

CXIII. Pour prouver l'égalité ou la raifon donnée des Aires des

Courbes , je me fuis fervi de l'égalité ou de la raifon donnée de
leur Moments comme d'une manière qui a quelqu'afBnité avec les

Méthodes qu'on employe ordinairement ; mais celle qui dépend de
la conlidération du Mouvement ou Fluxion qui produit une Surface

faroît la plus naturelle ; ainli pour démontrer la conftruclion de
Exemple 2. je dirois

, par la nature du Cercle la Fluxion de la

droite ID ( Fig. pag. 1 18. ) eft à la Fluxion de la droite IP :: AI :

ID & AI : ID: : ID : CE par la nature de la Courbe AGE ; ainfi

CE x ÏD = ID x IP ; mais CE x ID = à la Fluxion de l'Aire

ACEG & ID x IP =£ à la Fluxion de l'Aire PDI , donc ces Ai-

res qui font produites par une égale Fluxion doivent être égales

C. q. f. D.
C XI V. Je vais encore ajouter la démonftration de la conftru&ion

de l'Exemple 3. où l'on dé-

termine l'Aire de la Cifloïde,

tirez la corde DQ & l'A-

fymptote QR de la Cifloïde.

Par la nature du Cercle DQ^
= AQ x CQ , & en pre-

nant les Fluxions iDQ mul-

tipliées par la Fluxion de

de DQ = AQ x C^ i

ainfi AQ : DQ : : 2DQ :

CQ. Par la nature de la

Cifloïde ED : AD : : AQ :

DQ & ED : AD : : iD~Q :

CfQ , donc ED x C<> *=
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AD x iDQ , 0U4*fADxDQ. Mais comme DQ eft perpendicu-

laire fur l'extrémité de AD qui tourne autour du Point A ; & com-

me vAD x QD eft égale à la Fluxion qui produit l'Aire ADOQ
;

le Quadruple ED x CQ = la Fluxion qui produit l'Aire Cifloïda-

le QREDO ; donc cette Aire QREDO infiniment étendue eft Qua-

druple de l'autre ADOQ. C. q.f. D.

S C H O L I E.

CXV. Par les Tables précédentes on peut tirer de leur Fluxions

non feulement les Aires des Courbes s mais même toutes les Quan-

tités d'une autre efpece qui peuvent être produites par une façon Ana-

logue du Mouvement , ôc cela au moyen de ce Théorème : Une
Quantité d'une efpece quelconque eft à l'unité de la même efpece comme

l'Aire d'une Conrbe eft à l'unité de Surface , fi
la Fluxion qui produit

cette

?Aire
perpt

linéaire. Si donc une Fluxion quelconque eft exprimée par une Or-

donnée qui fe meut , la Quantité produite par cette Fluxion fera

exprimée par l'Aire décrite par cette Ordonnée; ou (1 la Fluxion eft

exprimée par les mêmes Termes Algébriques que l'Ordonnée , la

Quantité produite fera exprimée par les mêmes Termes que l'Aire

décrite ; il faut donc chercher dans la premiere Colonne des Tables

l'Equation qui contient la Fluxion d'une efpece quelconque , ôc la

Valeur de t dans la dernière Colonne donnera la Quantité pro-

duite.

C X V I. Comme fi V i •+• 9± repréfentoit une Fluxion d'une
4a

efpece quelconque faites-là = y , ôc pour la réduire à la forme des

Equations des Tables , fubftituez z? pour ^ , vous aurez ^—

r

\/ i -4- -1^» = y , Equation de la premiere forme du 3
e Ordre de

la Table 1 ; en comparant les Termes vous trouverez d = 1 , e

= 1 ,f= -1 ôc de là îi±Jiî V 1 -i- '* = il R' = t ; c'eft donc
4a 17 4<» yf

la Quantité s -? + l8f • 1 -4- !f qui eft produite par la Fluxion
*r *«

V 1 -4- »J.

4.»
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CXVII. De même fi,/ i:-4-l£! repréfente une Fluxion, ri-

rant zj hors du Signe & écrivant £ pour ^~t , on aura -virï

y/ ^ -h ji = v , Equation de la 2e forme du 5
e Ordre de la Ta-

ble 1. en comparant les Termes ou à <i = 1 , ? = -Ll
5 &/= 1 ,

ainfi c= i= -v.v ,
V 1 -4- I±Z = u , & î-j = ni*j= * , ce qui

étant connu , on connoîtra aufli la Quantité produite par la Fluxion

V 1 -+- 1-^ï en faifant cette Fluxion à l'unité de ton efpece, comme

l'Aire \s à l'unité de Surface : ou ce qui revient au même en fup-

pofant que t ne repréfente plus une Surface , mais une Quantité

d'une autre efpece qui foit à l'unité de fa propre efpece , comme
cette Surface eft à l'unité de Surface.

C XVIII. Comme fi l'on fuppofe que V 1 -+- lîîï repréfente

une Fluxion linéaire
,
j'imagine que t ceffe de repréfenter une Sur-

face & qu'il ne repréfente plus qu'une Ligne, cette Ligne par Exem-
ple qui eft à l'unité linéaire comme l'Aire qui ( fuivant les Tables)

eft reprefentée par t , eft à l'unité de Surface ou autrement à l'unité

qui eft produite en multipliant cette Aire par l'unité linéaire ; nom-
mant donc c cette unité linaire , la longueur produite par la Fluxion

précédente fera li. Vous voyez qu'on peut fur ce fondement appli-

quer ces Tables à déterminer les longueurs des Courbes , leur So-

lides ôc mêmes toutes autres Quantités , aulfi bien que les Aires

des Courbes,

T>es Jdjiejiions qui ont raport à, cette matière.

\,..Trouver la Aires des Courbes far des approximations mccéinïques.

CX IX. La Méthode confifte en ce que les Valeurs de deux

ou de pluiieurs Figures Reclilignes peuvent être combinées enfem-

ble , de façon qu'elles faffent à très-peu près la Valeur de l'Aire que

Ton cherche.

..

cxx.
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CXX. Par Exemple dans le Cercle AFD défignépat l'Equation

x — xx = ^> quand vous aurez trouve' la Valeur \x* — 'xi —
. — x? 3

ôcc. de l'Aire AFDB , vous chercherez les Valeurs de

quelques Rectangles comme la Valeur xV x— xx , ou.v^— .v'- —
;.vr -xî , du Rectangle BB x AB , & la Valeur xVx ou xi du
Rectangle AD x AB ; enfuite vous multiplierez

ces Valeurs par des Lettres différentes qui dé-

ligneront "indéfiniment tels nombres qu'on vou-

dra; vous ajouterez enfuite ces Termes ôc vous

comparerez les Termes de la fomme avec les

Termes corrcfpondants de la Valeur de l'Aire

AFDB , pour les rendre égaux autant que faire

fe pourra. Comme li vous multipliez ces Paral-

lélogrammes par c ôc/, la fomme iera cx^ —

«

{exi — ïex? , ôcc. dont les Termes comparés avec 'fx'- — i-x? —
-
T
.vJ , ôcc. donnent e -+- f= j ,

— le === — '

, ou c = s
, &/

c= - — e = 4
-

; ainfi ^BDxAB-f-- AD x AB= l'Aire AFDB
à très-peu près ; car M3D x AB -+- \-

f
AD x AB = L

.v: —
f
xk —

- lx~; — J-*- > ôcc. ce qui étant ôté de l'Aire AFDB., ne laiffe d'er-

reur que j-xl -+- ~x? , ôcc.

CXXI. Si l'on coupe AB au Point E, la Valeur du Rectangle

AB x DE fera xV x— -xx
t
ou x? — \x? °- xï — -rhxï , ôcc

ce qui étant comparé avec le Rectangle AD x AB , donne 8DE +iA2 x

AB = l'Aire AFDB ,
il n'y a d'erreur que rJ **-fr- Ffêo*', ôcc. ce qui

eft toujours moindre que rf- partie de l'Aire totale , lors même que
l'Aire AFDB eft celle du quart de Cercle. On peut donc dire en
manière de Théorème, 5 font à 1 , comme le Rectangle AB x DE,
ajouté à la cinquième partie de la différence entre AD ôc DE eft à

l'Aire AFDB à très-peu près.

C X X 1 1. Et de même au moyen des deux Rectangles AB x ED
& AB x BD , ou des trois Rectangles tous enfemble , ou bien en
prenant un plus grand nombre de Rectangles ; on trouvera des Ré-
gies qui feront d'autant plus exactes qu'on aura pris davantage de
Rectangles ; la même chefe doit s'entendre de l'Aire de l'Hyperbole
ou de telle autre Courbe qu'on voudra , ôc même un feul Rectan-
gle fufîit quelquefois pour repréfenter l'Aire comme dans le Cercle

R
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ci-deflus , fi Ton fait BE : AB : : t/io : 5 , le Rectangle AB x ED
fera à l'Aire AFDB comme 3 : 2 , ôc il n'y aura d'erreur que rfrxi

2. UAire étant donnée déterminer £Abciffe & l'Ordonnée^

CXXIV. Il n'y a aucune difficulté lorfque l'Aire eft exprimée
par une Equation finie ; mais quand c'eft une fuite infinie il faut en
extraire la Racine qui indique Ï'Abcifle ; ainli dans l'Hyperbole dont

l'Equation eft -JL. = ç_, vous aurez s^= bx — — -+. —— bx*

4 "T" * xa ja1 4a' >

&c. pour tirer de l'Aire donnée Ï'Abcifle x , tirez la Racine ôc vous
z z% i» . Z+ , z*aurez x = t .+. .=_« -^ *. -4-. .

* ^ _ :? &c . Et fi l'on deman-

de l'Ordonnée ^, divifez «*£ par a-+-x , c'eft-à-dire , par a •+•

? "+ ds"*"^» &c - ce qui donne i= b— * — 4. — JL —

CXXIV. Dans l'Ellipfe dont l'Equation eft ax — -xx === ^,

Si l'Aire trouvée 5 = -aix* — fifi— Si?F— a
j!Û , &c. écrivez »'

pour ii
;
, & t pour xî s l'Aire ci-defTus devient »' = *' — £ —

'

-HL Il
, &c. Et en tirant la Racine *= * •+•-— -+• -8l "\ -f-

Jéc* 48c 5 iof 1400c*
I 171 M 7

-, &c. dont le quarré a
1

•+- £ -t- iiiii -+- JiiS- , ôcc. eft égal

à x. Si vous fubftituez cette Valeur au lieu de .* dans l'Equation ax—
"jfx=r^, ôc que vous tiriez la Racine , vous aurez ^ = ahu —*
c
«»«!

îfliL' —-I?-î«' — î£Z"ii'.
7

, &c. ainfi par l'Aire donnée *.& la fuppofî*
;c I7ïc* îzyoc 5 r u '

tîon de u = V 21 , l'Abciffe x ôc l'Ordonnée * feront données.

Tout ceci convient à l'Hyperbole en changeant feulement le Signe

de la Quantité c
,
par tout où le nombre de (es .Dimentions eft impair.
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PROBLEME X.

131

Trouver autant de Courbes que Von voudra, \ dont les lon-

gueurs puijfent être exprimées par des Equations finies.

I.T TOici quelques préparations néceflaires à la Solution de ce

Y Problême.

II. 1. Si vous concevez que la droite DC perpendiculaire à une

Courbe quelconque AD , fc meuve en

demeurant toujours perpendiculaire à

cette Courbe , tous fes Points G , g > r ,

&c. décriront d'autres Courbes perpen-

diculaires & également éloignées de cette

Ligne , comme GK
,
gk , rs , ÔCC.

III. 1. Si vous fuppofez cette Ligne
droite indéfinie de chaque côté , fes deux

extrémités fe mouvront en fens contraire,

& par conféquent il y aura un Point G
dans cette Ligne qui fera immobile ôc

qu'on peur appeller le Centre de ce Mou-
vement ; ce Point fera le même que le

Centre de Courbure de la Courbe AD
au Point D , comme je l'ai dit ci-devant.

IV. }. Si cette Courbe AD n'eft point

un Cercle, c'eft-à-dire , fi fa Courbure

eft inégale , par Exemple plus grande

vers S 6c plus petite vers ^
; ce Centre

changera continuellement de place ÔC

s'approchera de plus près comme en K des parties les plus Courbes

& s'éloignera le plus comme en k des parties les moins Courbes
,

de forte qu'il décrira une Ligne comme KC£.
V. 4. La Ligne droite DC touchera continuellement la Ligne

décrite par le Centre de Courbure ; car l\ le Point D de cette Li-

gne fe meut vers J^ , le Point G qui dans le même temps pafle en

K & qui eft fitué du même côté que le Point C , fe mouvra du
même fens par l'Article 2. Et file Point D fe meut vers a

, le Point

g qui dans le même temps pafle en k , & qui eft fitué du côté op-

Rij
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fé au Centre C , fe mouvra en fens contraire , ceft-à-dire ] du

même fens que G , lorfque dans Je premier Cas il pafle en K ; ainiï

K ôc k fe trouvent toujours être d'un feul ôc même coté de la Li-

gne droite DC ; mais comme K & k font pris arbitrairement pour

des Points quelconques , il eft clair que toute la Courbe fe trouve

être d'un feul ôc même côté de la droite DC , ôc que par conféquent

elle n'efr point coupée mais feulement touchée par cette Ligne.

VI. On fuppofe ici que la Courbure de la Ligne cTDa augmente

toujours vers </l & diminue vers a , ôc fi la plus grande ou la moin-

dre Courbure étoit en D , la droite DC couperoit la Courbe CK
dans un Angle mais moindre qu'aucun Angle Reûiligne pof-

fible , ce qui fait encore l'effet d'une Tangente ; ôc dans ce Cas le

Point C eft le Terme ou la pointe où les deux extrémités de la

Courbe fe rencontrent de la façon la plus oblique ôc fe touchent tou-

tes deux ; ainfi la droite DC qui divife l'Angle de Contaét doit être

regardée plutôt comme une Ligne qui touche que comme une Li-

gne qui coupe.

VII. J. La droite CG eft égale à la Courbe CK ; car imaginez

que tous les Points r , ir
y
jr

,
q.r , ôcc. de cette droite décrivent les

Arcs de Courbe rs , 2r2S , 5^35 , ôcc. dans le même temps qu'ils

approchent de la Courbe CK par le Mouvement de cette droite ,

ces Arcs qui par l'Art. 1. font perpendiculaires aux droires qui tou-

chent la Courbe CK , feront aufii par l'Art. 4. perpendiculaires à

cette Courbe ; ainfi les parries de la Ligne CK comprifes entre ces

Arcs pouvant être regardées comme droites à caufe de leur petiteffe

infinie , feront égales aux intervales de ces mêmes Arcs , c'eft-à-

dire ,
par l'Art. 1. égales a autant de parties correfpondantes de la

droite CG ; ôc ajoutant chofes égales à chofes égales , la Ligne en-

tière CK fera égale à la Ligne entière CG.
VIII. On aura la même chofe en imaginant que les parties de

îa droite CG s'appliquent fucceiïivement fur celle de la Courbe CK,
ôc les mefurent de la même façon que la circonférence d'une roue

en roulant dans une plaine mefure la longueur du chemin que le

Point de Contacl décrit continuellement.

I X. On voit donc qu'on peut réfoudre le Problême en prenant

à volonté une Coutbe quelconque Ac/îDa , ôc en déterminant la

Courbe KC£ dans laquelle fe trouve toujours le Centre de Cour-

bure de îa Courbe prife à volonté. Elevant donc fur la droite AB
donnée de pofition les perpendiculaires DB ôc CL ,

prenant en AB
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un Point quelconque A , ôc nommant AB, x ôc BD
, y, vous trou-

verez par le Prob. <;. le Point C , au moyen de l'Equation à la

Courbe AD ,
qui donne la Relation de x ôc y , ôc par là vous dé-

terminerez la Courbe KC ôc fa longueur GC.

X. Exemple. Suppofons que l'Equation à la Courbe foit ax

= yy , celle de la Parabole à'Appolonius , vous trouverez par le

Prob. j. AL = \a -h 3* , CL =
iZiôc DC = !±**.V \aa + ax ; AL

ôc LC déterminent la Courbe KC , &
DC détermine fa longueur ; car com-

me il vous eft libre de prendre les

Points K & C par tout fur la Courbe

KC ; imaginons que K eft le Centre

de Courbure de la Parabole à fon fom-

met , 6c fuppofons AB 6c BD ou x ôc

y = o , nous aurons DC = ia; cette

longueur AK ou DG étant ôtée de la

premiere Valeur indéterminée de DC
laide GK ou KC= a •+- 4* V\aa -f- ax
— la.

XI. Maintenant fi vous voulez connoître cette Courbe- ci 6c fa

longueur ; faites KL = *_ ôc LC = a ; 2^ fera = AL — 'a =$xf

ou r£= x , ôc 2î s== ax =sr yv : ainfi W±L= îll = CL=» , ou

-i^= uz
, ce qui montre que la Courbe CK eft une Parabole -de

la féconde Efpece ; fa longueur fera LL"+" î* V \aa, H- \a%,— la , en met*-
ja

tant î^. pour x dans la Valeur de CG.
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XII. On peut audi refondre le Problême en cherchant une Equa-

tion entre AP ôc PD , P étant fuppo-

fé l'interfechon de l'Abcifle ôc de la

perpendiculaire ; car faifant AP= at,

ôc I'D c= y , imaginez que CPD fe

meuve ôc arrive en Cpd , après avoir

parcouru un efpace infiniment petit ,

fur CD ôc Cd prenez Ca ôc C4 du
même côté ôc de la même 1< ngjeur
donnée , par exemple = i , fur -HL

abaiffcz les perpendiculaires Aç 6c Sy ;

cette premiere Ag que vous appellerez

^rencontrera la Ligne Cd au Point/";

achevez le Parallélogramme g-)JV 6c

prenez comme ci-devant les Fluxions

x , y ôc ^ des Quantités x
, y 6c ^ ; vous aurez &e : àf: : Ae* : Acr::

C? : C~l ::"%*: Ca, ÔC a/; Py> : : Ca : CP , ainii de même *e :° CA

P/> : : Ç&! : CP. Mais P/> eft le Moment dont augmente l'Abcifle

AP en devenant A/> , ÔC &e eft le Moment contemporain dont dimi-

nue la perpendiculaire Ag lorfqu'elle devient êy ; ainliA? ÔC P/> (ont

comme les Fluxions des Lignes Ag, ^_ôc Ap,x, c'eft-à-dire, comme
^ôc x. Donc \ ' x : : ÊC : CP ; ôc comme 'Cg* = CA* —~Ag*

ss i — -^ , vous aurez CP = * ~ y~*
; 6c de plus comme il eft

libre de prendre pour la Fluxion uniforme l'une des trois Fluxions

s ,y ou ^ faites x = i , CP deviendra ~-~^.

XIII. Outre cela Ca , i : Ag
, ^ : : CP : PL ; ôc Ca , i : C^

V i— ^:: CP : CL , ainfi PL = i=i-'
, ÔC CL = L=«VmJ

tirez /^<7 parallèle à l'Arc infiniment petit D^ , ou perpendiculaire à

DC, P<7 fera le Moment dont augmente DP lorfqu'il devient dp
,

ôc que dans le même temps AP devient A? ; ainiî Pp Ôc ?q font

comme les Fluxions de AP , x ôc PD
, y , c'eft-à-dire , comme i

ôc^ ; donc par les Triangles femblables Ffg ôc CAg ,y fera = c»
Ce qui donne la Solution fuivante.

XIV. De l'Equation propofée qui exprime la Relation entre x
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ôc y 5
tirez celle des Fluxions .v&;, & faifant x = 1 ,

prenez la

Valeur de y à laquelle \ eft égale ; fubftituez 2^ pour ^ , 6c de cette

dernière Equation tirez la Relation des Fluxions x , y ôc 2^, ôc fub-

ftituant encore 1 pour x , vous aurez la Valeur de ^ ; faites erifuite

Lz^> = CP
,
^x CP = PL , ôc C? x V 1 — yy= CL , C fera

le Point d'où une partie quelconque CK de la Courbe eft toujours

é^ale à la droite CG
,
qui eft la différence des Tangentes tirées des

Points C & K perpendiculairement à la Courbe Dd.

X V. E x e m p l e. Soit ax = yy > l'Equation qui exprime la Re^

lation entre AP ôc PD , vous aurez d'a-

bord ax = iyy , ou a = zyz^ ;
ainll

zy^-f. i>'2^= o ,
ou -if» z , ainii

CP = 1=2 = y— iii, PL = *, x

CP = -a — Sï , ôc CL = ÏÏ~J2

\/ tyy
— aa 5 ôtant y 6c x de CP ôc

de PL , il refte CD = — ^ , ôc AL
44

— irf — W
; on ôte y &c x parce que

quand CP & PL ont des Valeurs affir-

matives , ces Lignes tombent à l'égard

du Point P vers D ôc A , ôc qu'on doit les diminuer en leur re-

tranchant les Quantités affirmatives PD ôc ÀP ; 6c quand elles ont

des Valeurs négatives elles tombent de l'autre côté du Point P , 6c

on doit alors les augmenter , ce qui arrive aufïï en leur ôtant les

Quantités affirmatives PD ôc AP.
XVI. Après avoir trouvé le Point C

, pour avoir la longueur

de la partie de Courbe CK , il faudra chercher la longueur de la

Tangente au Point K ôc l'ôter de la longueur CD ; par Exemple
,

û K eft le Point auquel fe termine la Tangente lorfque Ca ôc Ag ,

ou 1 ôc s( font égales , c'eft-à-dire , lorfque ce Point eft pris fur

l'Abciffe même AP , mettez 1 pour 2^ dans l'Equation a = 272^,

vous aurez a = ly , écrivez donc .<* au lieu de y dans la Valeur

<k CD , c'eft-à-dire , dans — elle deviendra — \a , ce qui eft la
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longueur de la Tangente au Point K ou de la Ligne DG , la diffé-

rence de cette Ligne ôc de la Valeur indéfinie de CD eft CG ou

111 — ta , à laquelle la partie CK de la Courbe eft égale.

XVII. Pour connoître la Courbe otez AK qui eft = ±a de la

longueur AL, après avoir changé le Signe en affirmatif, il vous

reftera KL = VU— \a que vous appellerez t , appeliez de même

» la Valeur de la Ligne CL , fubftituez
4- au lieu de $yy— aa dans

cette Valeur, ôc vous aurez 2îVUt==u, ou ^ÎT= «», Equation

à une Parabole de la féconde espèce
, comme on l'avoit trouvé ci-

devant.

XVIII. Lorfc-u'on ne peut pas commodément réduire la Rela-

tion de t à u à une Equation , il furrit de trouver les longueurs PC
ôc PL , comme Ci la Relation entre AP ôc PD eft donnée par l'E-

quation $a zx -+- ^a %y — y> = o , vous aurez d'abord a 1 -\-a l z^—
^X= ° > enfuite aax^— 2yyK—y

z\= o. Donc z^= —£j— , 6c x^

=-i»L ; ainfi PC ou i~^, ôc PL ou *. x PC font données , &
aa,—yy z

par conféquent le Point C ôc la longueur de la Courbe, au moyen
de la différence DC ou PC — y des deux Tangentes correfpon-

dantes.

XIX. Par Exemple , fi nous faifons a = i , & pour déterminer
quelque Point C de la Courbe Ci nous prenons^ = 2 , alors AP ou

x — y''—^y = î. z = - . z — ± pc— o &- pl — -•—
, aa > > /v— i)\- — 7 , * ^ — — 2 , oc rju —

. ,

pour déterminer un autre Point ii nous prenons y = 3 , alors AP
= 6

» ^ — * K. = — -,?« » PC = — 84 ôc PL = — 107 ; ôronsy
de PC il nous reftera — 4 dans le premier cas ôc — 87 dans le fé-

cond pour les longueurs DC dont la différence 83 eft la longueur
de la Courbe comprife entre les deux Points trouvés C ôc c.

X X. Ceci doit s'entendre d'une Courbe dont le Terme ou la limi-

te qu'on appelle la pointe ne fe trouve pas entre les Points C ôc c

ou C ôc K ; car fi cette pointe ou plufieurs pointes fe trouvent entre

ces Points ( ce que l'on peut trouver en faifant DC ou PC un moin-
dre ou un plus grand

, ) les longueurs de chacune des parties de la

Courbe entre ces pointes Ôc les Points C ou K doivent être teou-

yées féparément ôc enfuite ajoutées enfemble.

PROB.
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PROBLEME XI.

H7

Trouver autant de Courbes que l'on voudra dont les Ion-

gHCurs puiftent fe comparer avec celle d'une Courbe pro-

po/ee quelconque , ou avec fôn Aire par des Equa-
tions finies.

I.^^Ela fe fait en mettant la longueur ou l'Aire de la Courbe
Y^propofée dans l'Equation que nous avons pris dans le Pro-

blème précédent pour déterminer la Relation entre AP ôc PD ,

( Fig.pag. 134. ) i
mais pour en tirer ^ôc ^ il faut trouver qu'elle

eft la Fluxion de la longueur ou de l'Aire.

IL On détermine la Fluxion de la longueur en la faifant égale

à la Racine quarrée de la fomme des quarrés de la Fluxion del' Ab-
eille & de l'Ordonnée ; car foit RN
l'Ordonnée perpendiculaire qui fe meut
fur l' Abeille AlN , ôc foit QR la Cour-

be propofée à laquelle fe termine RN,
appeliez MN 3 s , NR , t

, QR , u
;

• • •

les Fluxions refpectives feront s ,t , a ;

concevez que NR fe meut en nr infi-

niment près de NR , abaiflez RS per- *fây"
pendiculaire à nr , les petites Lignes

Rj , Sr ôc Rr , feront les Moments contemporains des Lignes MN,
NR ôc QR, & elles augmentent de ces Quantités en devenant M»,
nr ôc Qr ; or ces Moments font entre -eux comme les Fluxions des

mêmes Lignes ôc l'Angle Rsr eft un Angle droit , donc V RV^-ST*

= Rr , ou V s* -+- t
z = n.

III. Mais il faut deux Equations pour déterminer les Fluxions

s ôc 't , lune pour avoir la Relation entre MN ôc NR ou s ôc t ;

d'où on tirera la Relation des Fluxions s ôc t , ôc l'autre pour avoir

la Relation entre MN ou NR de la Figure donnée , ôc AP ou x de

la Figure cherchée ; d'où l'on tirera la Relation de la Fluxion /ou / à

la Fluxion x ou 1.

H rv
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IV. Enfuite ayant trouvé u ,

il faudra au moyen d'une troifie'me

Equation donnée ou prife trouver les Fluxions y & 'z, ce oui dé-
terminera la longueur PD ou y , après quoi il n'y aura plus qu'à

trouver PC=1Ç2L, PL =;xPC&DC= PC —y , comme
dans le Prob. précédent.

V. Exemple i. Soit as — ss — tt l'Equation à la Courbe
donnée QR qui par conféquent eft un Cercle ; xx = ^l'Equation
qui exprime la Relation entre les Lignes AP ôc MN , & 4» =- y
la Relation entre la longueur de la Courbe donnée QR ôc la drcite

PD j la premiere Equation donne as — iss = ztt , ou -r7~s=t,>

ôc de là ^ = V s
3,

-+-** = u ; par la féconde Equation l'on a zx =

as , ôc par conféquent ~— »
; par la troifie'me fa* =y , c'eft-à-dire ,

- = ^.j ôc de là l r£ = * ce qui étant trouvé vous détermi-

nerez PC = i^ , PL = v x PC & DC = PC — y , ou PC—
7QR ; on voit que l'on ne peut avoir la longueur de la Courbe
donnée QR fans connoître en même temps la droite DC , ôc que

cela donne la longueur de la Courbe où le trouve le Point C. &
vice verfa.

VI. Exemple 2. Retenant l'Equation as — s s = tt , faites x

== s ôc a»— 4<-/x = 4^ ; la premiere Equation donnera comme

ci-deffus - = u , la féconde 1 = s ôc par conféquent ^- = a; la troi-
2,?

fiéme 2w» — 4^ = 4^jk , ou — — 1 = j^en exterminant a , ôc de là

VII. Exemple 3. Suppofons trois Equations aa — st , a -\-

3; = .v j & .v + a = j/ ; la premiere qui âéligne une Hyperbole

donne o = st -+- ts , ou —= t , ôc par conféquent L V Ts+ tt

= V ss +- tt == » j la féconde donne 35 = 1 , ôc -^ \/ tf-t-Xf :==«;

îa troifiéme donne 1 -J- » ==/ , ou 1 -+- -- V'jjif- «-= ^; fuppo-
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fons quew représente la Fluxion du Radical i^tf+'«', nous

aurons w = s^ & - V ss -+ u — iv , ou \ H- il = w , & de la

*£« *^f = 2U'Xf ; ôc fubftituant — » au lieu de /• ôc enfuitef au

m • •

lieu de s
,
puis divifant par iw > nous aurons ^— — wz^zj

ainfi y & pétant trouvées, on fera le relie comme dans le premier

Exemple
VIII. Si d'un Point quelconque Q d'une Courbe , on laine

tomber fur MN une perpendiculaire QV , & s'il faut trouver une
Courbe dont la longueur puiiTe feconnoître par la longueur de l'Aire

QRNV divifée par une Ligne donnée E , appeliez « la longueur

Q-R"v 6c u fa Fluxion. Comme la Fluxion de l'Aire QRNV eft à la

Fluxion de l'Aire du Rectangle E x VN , comme l'Ordonnée NR
qui décrit cette Aire eft à la Ligne E qui décrit l'autre dans le même
temps , ôc que les Fluxions u ôc s des Lignes u ôc MN ,;,ou des

longueurs de ces Aires divifées par la Ligne E font auiîi dans le même

raport , vous aurez u— "
\[ faut donc chercher par cette Régie

la Valeur de u , ôc faire le refte comme dans les Exemples précé-

dents.

IX. Exemple 4. Soit QR une Hyperbole reprefentée par l'E-

quation aa -+- ~ = it , en prenant les Fluxions vous aurez ££? = tu
c

ou f_f
= t ; fi pour les deux autres Equations vous faites x =. s ôc y

et

ï= « , la premiere vous donnera 1 = s ; d'où, u = '" — ± ôc la
E E '

féconde donne y = u , ou z. = i. ôc enfuite z = i. , fubftituant «**

,
E et

ou ~ pour t , cette dernière Equation devient z = tL ; 1/ ôc ? étant
et

l
Ect '

donc trouvées faites comme auparavant CP = l~IL ôcPL = CP
z

xy , vous aurez le Point C ôc la Courbe où il fe trouve dont vous
connoîtrez la longueur par la longueur DC = CP — » , comme
on l'a fait voir ci-devant.

Sij
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X. On peut refoudre ce Problême par une autre Méthode, qui

confifte à trouver des Courbes dont les Fluxions font ou égales à
la Fluxion de la Courbe propofe'e, ou compofées de la Fluxion de
cette Courbe ôc d'autres Lignes ; cela peut fervir quelque fois pour
changer des Courbes jMécaniques en Courbes Géométriques unifor-

mes , on peut en voir un Exemple remarquable dans les Lignes
Spirales.

XL Soit AB une droite donne'e depo-
fition , BD un Arc fe mouvant fur AB
comme fur une Abcifie mais retenant tou-

jours le Point A pour fon Centre , ADd
une Spirale à laquelle fe termine conti-

nuellement l'Arc BD , bd un Arc infini-

ment près du premier , ou bien le lieu in-

finiment prochain ou arrive BD ; DC une
perpendiculaire à l'Arc bd , dG la diffé-

rence des Arcs , AH une autre Courbe
égale à la Spirale AD , BH une droite fe

mouvant perpendiculairement fur AB ôc terminée à la Courbe AH,
bb la Ligne infiniment près de BH , ôc enfin HK une perpendicu-
laire à bb. Dans les Triangles infiniment petits DCt/,HK/^, puifque
DC = Bb = HK , ôc que par l'Hypothefe T>d ôc Uh font des par-
ties correfpondantes de Courbes égales , c'eft-à-dire , des Lignes
égales

,
que de plus les Angles C ôc K font droits, les autres côtés

dC ôc bK des Triangles feront auffi égaux
; ôc comme AB : BD : :

Kb : bC : : kb — AB (Bb ) : bC — BD ( CG )
,
BDxB& fera=CG

v * > /'auAB
étant cette Quantité de dG il refte dG — BD * hb = dC = Z>K,fai-

V. Ail 'AB

tes donc AB = s^, BD = u , BH = y , ôc leur Fluxions 2^, a êcy ;

'Bb , dG ôc bK font les Moments contemporains de ces mêmes Li-

gnes
,
par l'Addition defquelles elles deviennent kb , bd ôc bb , ces

Moments font donc entre -eux comme les Fluxions ; fubftituez donc

dans la dernière Equation les Fluxions au lieu des Moments ôc les

Lettres pour les Lignes, vous aurez u •— 115=/, ôc prenant ^ pour

l'unité l'Equation fera u *— u — y.
z

XII. La Relation entre AB ôc BD ou entre ^ôc u étant donc

exprimée par une Equation qui détermine la Spirale , la Fluxion u
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fera donnée , 6c enfuite la Fluxion/ en la faifant = u — "
; puis

par le Prob. i. l'on aura y ou EH , dont/ eft la Fluxion.

XIII. Exemple i. Soit l'Equation à la Spirale SArch'nnede

*? = u , on aura 1Z
. = u , ôtez _ ou r vous aurez

z = y , ôc par le
a a z a a

Prob. 2.
z
- =y y ce qui montre que la Courbe AH à laquelle eft

égale la Spirale AD eft la Parabole à' Apollonius dont le Paramètre

eft ia , ou dont l'Ordonnée BH eft toujours égale à la moitié de

l'Arc BD.

XIV. Exemple 2. Si la Spirale propofée eft exprimée par

l'Equation ^
3 = au* ou u = iJ, vous aurez par le Prob. 1. ^=u;

otant - ou %. vous aurez ii = y , ôc de là par le Prob. 2. ~ =y,'

c'eft-à-dire
,
7BD = BH , AH étant une Parabole de la féconde

elpece.

XV. Exemple 3 . Si l'Equation à la Spirale eft *y
a-^- =u ;

vous aurez par le Prob. 1. —--^3^ = u . d'où retranchant _ ou
r ïV ac -+- cz z

l/*»-!-
2

, il nous reftera — z =y , ôc comme on ne peut trou-
""
J" iV ac 4- cz

ver par le Prob. 2. la Fluente de y qu'en fuite infinie ; je réduis

l'Equation à la forme des Equations de la premiere Colonne des Ta-1

blés en fubftituant z? pour ^, ce qui donne —!___ = / > Equa-W ac -+•- c£

tion qui appartient à la féconde Efpece du quatrième Ordre de la

Table 1. comparant les Termes j'ai d — \ , e =. ac , ôc / = f , de

forte que
z "" za V ac -j- cz=. t —y , Equation à une Courbe Géome-»

ctrique AH , dont la longueur égue celle de la Spirale AD.

.
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PROBLEME XII.

Déterminer la, longueur des Courbes.

LTH\ A N s le Problême précédent nous avons montré que la

^_JP Fluxion d'une Ligne Courbe eft égale à la Racine quarrée

de la f'ommc des quarrés des Fluxions de l'Abeille ôc de l'Ordonnée

perpendiculaire ; en prenant donc la Fluxion de l'Abciffe pour la

mefure uniforme ôc déterminée, ou autrement pour l'unité à laquelle

nous puiffions rapporter les autres Fluxions, ôc trouvant par l'Equa-

tion à la Courbe la Fluxion de l'Ordonnée , nous aurons la Flu-

xion de la Ligne Courbe , d'où par le Prob. 2. nous déduirons fa

longueur. .

II. Exemple i. Soit propofée la Courbe FDH exprimée par

l'Equation - -+--il = y ; faites
aa 112

l'Abcifle AB =^, & l'Ordon-

née DB =y; l'Equation vous

donnera lîî.— .fi. = y , en
aa i:zz J

fuppofant que la Fluxion de ^
eft r. Ajoutant donc les quar-

rés des Fluxions la fomme fera

2$ •+• L -+ -^ = }/,& tirant laRacine âff-4-
aa- = /, & de la para ij+\.4 aa îizz r

le Prob. t. 5- — -fi = t. t eft ici la Fluxion de la Courbe & t fa
aa 11^

longueur.

III. Si l'on demandoit donc la longueur dD d'une partie quel-

conque de cette Courbe ; des Points d ôc D abaiflez fur AB les

perpendiculaires db ôc DB , ôc dans la Valeur de t fubftituez au lieu

de 2^ les Quantités AB ôc Ab , la différence des Réfultats fera dD
la longneur cherchée , comme fi Ab = \a ôc AB = a , en écrivant

\a pour 2^, t devient = — f.
s
enfuite écrivant a pour z, t devient

— lla
> la différence

2
If de ces deux Valeurs eft égale à la longueur

dD ; ou fi Ab étant \a , AB eft regardée comme indéterminée , on

aura t.— il -+- ± pour la Valeur de dD.
aa u: i+
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I V. Pour connoître la partie de Courbe que t exprime , égalez

à zero la Valeur de t , vous aurez z
4 = — ou z^= ;— ; fi vouspre-

II Vil *

nez donc kb =. i— , & 11 vous élevez la perpendiculaire ^lalon-

gueur de l'Arc dD fera t ou —— il- La même chofe doit s'en-

tendre de toutes les Courbes en général.

V. De l'Equation — -+- ^Lz= y. On déduira de la même ma-

niere t = — ; & de l'Equation îï— Lahi —y, on tirera t =s

~ •+- \aizi ; & en general de c^ -H -
z
*_

,
= ^ , ou 3 repréfentc

un nombre quelconque entier ou rompu , on déduira ^ —

-

Hic— sic— *'

VI. Exemple 2. Si la Courbe propofée eft exprimée par l'E-

quation - "+ 1ZZ- V au -t-r^= y t
vous aurez par le Probf uy ss

?44
, & en exterminant ^ , y = *z• ** -+ ^ , ajoutez

1 au quarré de cette Quantité la fomme fera 1 -i- i££ -t- ±2?
, & fa

aa a*

Racine 1 -+- H*=
'

t • d'où, par le Prob. 2. z -+- -
:-!= *.

'VII. Exemple 3. Soit propofée une Parabole de la féconde

Efpece dont l'Equation eft jî' = ayx
ou -î = ^ ;

par le Prob. 1. vous

aurez Î2| = y , & par conféquent v/ i-4-^= v/ i-Hvj/ = ^;ÔC

comme la longueur de la Courbe ou la Fluente de t ne peut pas fe

trouver ici autrement que par une fuite infinie , confultez les Ta-

bles ôc vous aurez t = !i_±iis v 1 -+ ~ ; vous pourrezde la même

façon trouver les longueurs des Paraboles zj = ay* , zj — ay
s

, s£

= ay* , &c.

VIII. Exemple 4. Soit propofée la Parabole dont l'Equation

eft <* = ay % ou *^~y , on aura iSÎ =y& par conféquent V i-4-ii*j

==v/ yyHh~i = t ; ainfi je confulte les Tables & la comparaifon

du fécond Théorème du 5
e Ordre de la Table 2. me donne zj=x,
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V j -+- l£i£= u èc-s = t ; x marque l'Abciiïe

, y l'Ordonnée' ; jr
91-,

l'Aire de l'Hyperbole, & t la longueur de l'Aire fj divifée par l'uni-

té linéaire.

IX. On peut de la même manière réduire à l'Aire de l'Hyper-
bole les longueurs des Paraboles £ = ay* , z

s = ay 1

, ^
I0 =-

ay
9

, &c.

X. E x e m P l e y. Soit propofée la Ciiïbïde des Anciens dont
aa — î fl^+ jî — •'

— b v~-
7ZZ— <Z

a

"\. *K

• i+j^= v/ // -H- 1 ==*, & mettant < pour

Equation de la premiere Efpece

l'Equation eft
— :=• = y vous aurez

J >/ az— -

y , 6c par conféquent

JL ou C l

9 * fera = - Vaz? + ^ J

du 3
e Ordre de la Table 2. comparant les Termes — ==d f 3=

&<? = /", de forte que ^= -^= x
1

,
V </-+- 3*.* = » , & 6s —

i!il= ÎÏL x — s = t
, prenant <r pour l'unité par la Multiplica-

X rj iex * l l '

tion ou Divilîon de laquelle ces Quantités puiiïent fe réduire à un

nombre jufte de Dimenfions , il vient az^= xx ,
V^ -4- 3^^= a , ÔC

— — ~— =* / a ce qui fe conftruit ainfi.

XL Soit VD la Ciiïbïde , AV le Diamètre de fon Cercle, AE
fon Afymptote ôc DB une perpendicu-

laire fur AV coupant la Courbe en D.
Avec le demi Axe AF= AV ôc le demi
Paramètre AG = -AV foit décrire

l'Hyperbole F£K ; prenez AC moyen-
ne proportionelle entre AB ôc AV ;

fur AV aux Points C ôc V , tirez les

perpendiculaires Ck ôc VK qui cou-

pent l'Hyperbole en. K ôc k ; à ces

Points tirez les Tangentes KT ôc h
qui coupent AV en T ôc en t , fur AV
décrivez le Rectangle AVNM égal à

l'Efpace TY^kt la longueur de la Ciiïbï-

de VD fera Sextuple de la hauteur VN.

xn.
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E x E M PLE 6. Suppofons que Aâ foit une Ellipfc dont l'Equa-

tion eft V as^— 2^ = v , foit propofée une

Courbe Mécanique AD d'une nature telle que

fi Bd ou/ eft prolongée jufqu'à-ce qu'elle

rencontre cette même Courbe en D , BD
foit égal à l'Arc Elliptique A^. Pour en trou-

Ver la longueur je prends la Fluxion - *77*z

t=y , de l'EquationV a^— 2^=y , j'ajoute

l'unité au quarré de cette Fluxion & j'ai
y.-^T.« ce

•

le quarré de la Fluxion de l'Arc Ad ; ajoutez encore l'unité vous aurez

•H— szz
dont la Racine quarrée eft —=== eft la fluxion de la Li<me

Courbe AD ; il vous tirez s^ hors du Signe Radical & Ci pour r— »

vous écrivez s£ , vous aurez £ _ %
Fluxion de la premiere EC

pece du 4e Ordre de la Table 1. comparant donc les Termes d =.
{a j e = — z , &/== a , de forte que ^= _i = x V~ax— 2 *x

Z''
'

= u , & !l — 5^H- u = !£ x s — txu — j-= t,ce quife cou.,

ftruit ainfi.

XIII. Ayant tiré au Centre de l'Ellipfe la Ligne droite dC , fai-

tes fur AC un Parallélogramme égal au Sedeur ACd , le double

de fa hauteur fera la, longueur de la. Courbe AD.
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XIV. Exemple 7. Faifant A/3 = <p (.F/g. 1. ) & a^ étant

une Hyperbole dont l'E-

quation eft ^—»'-+- i<p<$

= jS/» , & fa Tangente

i/lT e'tant fuppofée tirée,

foit propofée la Courbe
V^D,dontl'AbciffeAB

eft i- . l'Ordonnée per-
w

i".
pendiculaire eft la lon-

gueur BD produite par

l'Aire a<^ Ta divifée par

l'unité ;pour déterminée

la longueur de cette

Courbe VD , je cher-

che la Fluxion de l'Aire

a$> Ta , en fuppofant que

AB flue uniformément

ôc je trouve que cette Fluxion eft -7- v b — az
t
AB étant = z, &

fa Fluxion = 1 ; car AT = ± = JL V z & fa Fluxion = -f~
bip b 1.1Vz

dont la moitié multipliée par la hauteur /3J ou V — a •+• — eft la

Fluxion de l'Aire ctJT décrite par la Tangente JT , cette Fluxion

eft donc a
t
^ b — Tîç", ôc étant divifée par l'unité elle devient la

afiz

Fluxion de l'Ordonnée BD. Au quarré ~ de cette Fluxion ,

ajoutez 1 ôc vous aurez "»-"'t+'«w dont Ia Racine __
' léb^ 4bz

v **£-+- ^X H- i^X* e^ ' a Fluxion de la Courbe VD ; cette Flu-

xion eft de la premiere Efpece du 7
e Ordre de la Table 2. compa-

rant les Termes on aura L=-d y
aab = e

,
— rf

5 =/", i6£* =ç,
46 "

& par conféquent ^.= * & ^ <**£ — ^ ;x •+- i6b~x
z = a Equation

à une Section Conique comme HG ( Fig. 2. ) dont l'Aire ÉFGH
eft j,fiEF=x ôtFG=«.On aura auffi i.= g& V i6bb—

a

f£-i-œbf=z

r , Equation à une autre Section Conique comme ML ( .F/g. 5. )

dont l'Aire IKLM eft <r fi IK = f ôc KL = r , enfin * =
egg^/^T

'

-~ <t
8 i!>T— a*» — 4i;aô/io-— liabbs

é 4i4— fl4 •
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XV. Pour trouver donc la longueur d'une partie quelconque Dd de

la CourbeVD , abaiflez fur AB la perpendiculaire^ , faites A£= ^ôc

au moyen de ce qui eft trouvé cherchez laValeur de /;enfuite faites AB
= z^ôc cherchez encore la Valeur de t3 la difference de ces deuxValeurs

de t fera la longueur cherche'e Dd.
XVI. Exemple 8. Soit propofée l'Equation à l'Hyperbole

V , . . • bz bz
au -j-bz^= y , ce qui donne y = — ou

~~
zi_

~
, au quarre

de cette Quantité ajoutez l'unité , la Racine de la fomme fera

V
aJJZlhùàLtÈ3-= t ; comme cette Fluxion ne fe trouve pas dans les

aa+ ùzz L

Tables je la réduis à une fuite infinie , ôc par la Diyiilon d'abord elle

devient / = V 1 -f- t£ — ÏL£ -+-^ —^ '

, ôcc. & en ûi

rant la Racine , /= iV ** -* 4è?+ 14
~* >

SM+ * l -+-^
-s.

8.î+ l6d"
&c.

d'où par leProb. 2. on tire la longueur de l'Arc Hyperbolique J=\H-;

XVII. Si l'on propofoit l'Equation à l'Ellipfe v aa— fz^=y
>

il faudrok changer par tout le Signe de b ôc on auroit alors z^-
"

£<-* 4â»— £* j

"•x
i-»"^—

«C , ôcc. pour la longueur de l'Arc,

En mettant l'unité pour b l'on aura s.-H— •+-
3z,< -+ -—,ôccpour

6a* 40J4 nxrt6

la longueur de l'Arc circulaire. On trouvera des Coëfficiens numéri-

ques de cette fuite à l'infini , en multipliant continuellement les

Termes de cette Progreffion^ , \

>

x±> 1*1 > Vil, 9 * 9
„2Xi 4Xj 6X7 8X9 IOX H

_

XVIII. Exemple 9. Enfin foit propofée la Quadratrice VDE
dont le fommet eft V, A le Centre ôc AV
le demi Diamètre de fon Cercle , ôc l'An- c d "V.

gle VAE foit un Angle droit ; du Point A
tirez une droite quelconque AK.D qui cou-

pe le Cercle en K ôc la Quadratrice en D;
fur AE abaiflez les perpendiculaires KG ,

DB i faites AV= .î, AG =x> VK =
x ôc DB = y , vous aurez comme dans

l'Exemple précédent x= 2^
2»

6i l
. 3*L
40A4

A.

«' , tirez la Racine ^
IIM

ôc vous aurez z = x — ~~" -+- — —— > &c. ôtez de AKa
6.i

z J0.1* .{043.1*
*
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l
le quarré de Cette Quantité , la Racine <r— *1. -4- _** — *T

xa X4« 5 7i°->*

du refte fera = GK ; mais comme par la nature de la Quadratrice
AB = VR = x , & comme AG : GK : : AB : BD , y ; divifez

AB x GK par AG vous aurez y = a — x-— -^ ï£- , &c.

d'où/ = — "— ~— 7^~ > &c* ajoutez l'unité au quarré de

cette Quantité , tirez la Racine de la fomme il vous vient 1

a*|_ . t*v< tfo4v_^

a4

40;,^
, &c. = t , d'où * ou l'Arc de la Quadratrice

lôcc.
aszjrt' 8^}Oi;«.



Extrait des Retires de l'académie Royale des Sciences , du 23. Dé-
cembre 173 b'.

MEssïEuRS de Maupertuis ftc Clairaut qui avoient été nom-

mes pour examiner la Traduction d'u-n Traité Anglois de

M. iNcvron fur ht Méthode des Fluxions
,
far M. DE BuFFON,

en ayant fait leur rapport, la Compagnie a jugé que cet excellent

O avrage méritoit un Traducteur audi intelligent; en foi de quoi j'ai

ligné le préfenr Certificat. A Paris ce 1 1 . Mai 1 740,

FONTENELLE, Sec. perp. de l'Ac. Roy. des Se.

PRIVILEGE D V ROY.

LOUIS par la grace de Dieu Roi de France Se de Navarre : A nos amez

Se féaux Confeillers , les Gens tenans nos Cours de Parlement ,
Maîtres

des Requêtes ordinaires de notre Hôtel , Grand'Confeil , Prévôt de Paris ,

Bailli fs , Sénéchaux , leurs Lieutenans Civils & autres nos Jufticiers T qu'il ap-

;iendra,S al ut. Notre Académie Royale des Sciences Nous

a très-humblement fait expofer
,
que depuis qu'il Nous a plû lui donner par

un Règlement nouveau de nouvelles marques de notre affection , Elle s'eft ap-

pliquée avec plus de foin à cultiver les Sciences, qui font, l'objet de fes exer-

cice s ; enforte qu'outre les Ouvrages qu'Elle a déjà donné au Public , Elle fe-

roit en état d'en produire encore d'autres , s'il Nous plaiioit lui accorder de

nouvelles Lettres de Privilege , attendu que celles que Nous lui avons accor-

dées en date du fix Avril 1695. n'ayant point eu decerns limité, one été dé-

clarées nulles par un Arrêt de notre Confeil d'Etat , du 13. Août 1704. celles

de I7I3. Se celles de J 7 17. étant auffi expirées ;& délirant donner à notredite

Académie en corps, & en particulier r &a chacun de ceux qui la compofent

toutes les facilités Se les moyens qui peuvent contribuer à rendre leurs tra-

xaux ut'.les au Public ; Nous avons permis Se permettons par ces préfentes à
notred'te Académie r de faire vendre ou débiter dans tous les lieux de notre

obc'ifance ,
par tel Imprimeur ou Libraire qu'Elle voudra choihr , Toute: les

Recherches ou Obferv.itions journalières , eu Relations annuelles de tout ce qui aura

été fait dans les a/femblées de notredite Académie Royale des Sciences ; comme aujfi

les Ouvrages , Mémoires , ou Traités de chacun des particuliers qui la compofent ,

tà généralement tout ce que ladite Académie voudra faire paroître , après avoir fait

examiner le/dits Ouvrages , & jugé qu'ils font dignes de l'imprejfwn ; Si ce pen-

dant le tems & efpace de quinze années confécutives , à compter du jour de

la date defdites
1

prefentes. Failons défenfes à toutes fortes de perfonnes de quel-

que qualité & condition qu'elles foient d'en introduire d'impreffion étrangère-

dans aucun lieu de notre obéiffance; comme auffi à cous Imprimeurs,Libraires,.

Se autres , d'imprimer , faire imprimer , vendre , faire vendre , débiter ni con—



«refaire aucun defdits Ouvrage? ci-deiïus fpecifiés, en tout ni en partie , ni d'en

faire aucuns Extraits , fous quelque prétexte que ce foit
, d'augmentation , cor-

rection ,
changement de titre , feuilles même féparées , ou autrement , fans la

permiffion exprellè & par écrit de notredite Académie , ou de ceux qui auront

droit d'elle , & fans caufc , à peine de confifcation des Exemplaires contrefaits,

de dix mille livres d'amende contre chacun des Contrevenans , dont un tiers

à Nous , un tiers à l'Hôtei-Dieu de Paris , l'autre tiers au Dénonciateur , & de •

tous dépens , dommages & intérêts : à la charge que ces préfentes feront enre-

giftrées tout au long iur le Regiftre de la Communauté des Imprimeurs & Li-

braires de Paris, dans trois mois de la date d'icelles
;
que l'impreiTion defdits

Ouvrages fera faite dans notre Royaume & non ailleurs , & que notredite Aca-

démie le conformera en tout aux Réglemens de la Librairie , ik notamment à

celui du 10. Avril 171 p & qu'avant que de les expofer en vente, les manufcrits

ou imprimés qui auront fervi de copie à l'impreinon deldits Ouvrages , feront

remis dans le même état , avec les approbations ou certificats qui auront été

donnés , es mains de notre très-cher 8c féal Chevalier Garde des Sceaux de

France , le Sieur Chauvelin ; tk qu'il en fera enfuite remis deux Exemplaires

de chacun dans notre Bibliothèque publique , un dans celle de notre Château

du Louvre , & un dans celle de notre très-cher & féal Chevalier Garde des

Sceaux de France le Sieur Chauvelin : le tout à peine de nullité des préfentes-,

du contenu defquelles vous mandons & enjoignons de faire jouir notredite Aca-

démie ou ceux qui auront droit d'Elle & les ayans caufe
,
pleinement & pai-

fiblement , fans fouffïir qu'il leur foit fait aucun trouble ou empêchement :

Voulons eue la copie defdites préfentes qui fera imprimée tout au long au

commencement ou à la fin defdits Ouvrages , foit tenue pour dûement figni-

fiee , & qu'aux copies collationnées par l'un de nos amez Se féaux Confeiîlers

Se Secretaires foi (oit ajoutée comme à l'Original : Commandons au premier

notre Huilier ou Sergent de faire pour l'exécution d'icelles tous actes requis

& néceftaires , fans demander autre permiflion , & nonobstant clameur de

Haro , Chartre Normande & Lettres à ce contraires : Car tel eft notre plailîr.

Donné à Fontainebleau le douzième jour du mois de Novembre , l'an de grace

I734. & de notre Règne le vingtième , Parle Roy en fon Confeil. Signé,

S A I N S O N.

Reoijîré fur le Regiftre VIII. de la Chambre Royale & Syndicale des Libraires

& Imprimeurs de Paris , num. 791. fol. 77 5 . conformément aux Réglemens de 1 71 3
..

ciiii font défenfes , Art. IV. à toutes personnes de quelque qualité & condition quel-

les [oient , autres que les Libraires & Imprimeurs , de vendre , débiter , & faire

afficher aucuns Livres pour les vendre en leur nom , foit qu'ils s'en difent les Au-
teurs ou autrement , & à la charge de fournir les Exemplaires preferits par l'Art.

GVIII. du même Règlement. A Paris le 1 5. Novembre 1 7 3 4. G. MARTIN, Syndic,





!



Ç. Bibi. Publ.

*< vendkiit )



c


